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1 INTRODUCCIÓN

1. Introducción

1.1. Excitones-polaritones

Los semiconductores son materiales en los que, en general, todos los estados de la capa de
valencia están ocupados, mientras que los estados de la capa de conducción están vacíos
y esto se debe a que los electrones ocupan primero los niveles de energía más bajos. La
diferencia entre la banda de conducción con menor energía y la banda de valencia con
mayor energía es conocida como brecha de energía (gap en inglés).

Para que un electrón pueda pasar de la capa de valencia a la capa de conducción es ne-
cesario aportarle la misma o mayor energía que la del gap. Una forma de excitar a los
electrones en la capa de valencia es por medios ópticos y al interactuar los semiconduc-
tores con la luz se forma un excitón, el cual es una cuasipartícula que consiste en un par
ligado de un electrón en la banda de conducción y un agujero en la banda de valencia [1].

En el diagrama de la relación de dispersión, como la mostrada en la Fig. 1 [2], la cual nos
da información sobre la relación del momento, k̨, con la energía, E, observamos que en la
aproximación | k̨ |¥ 0, la forma de la banda de valencia y de la banda de conducción es
parabólica, por lo que su relación de dispersión será cuadrática [2]. En la banda de valen-
cia un electrón tendrá una energía Ev = ≠ k̨2

2mv
, mientras que en la banda de conducción

tendrá una energía Ec = k̨2

2mc
+ Eg, donde Eg es la energía de la brecha. Si un fotón con

energía Ef y momento k̨f colisiona con un electrón podrá lograr que éste se mueva a la
capa de conducción con un cambio de energía �E = Ef y un cambio en su momento
dado por �k̨ = k̨f , por lo que el cambio de energía de un electrón con momento inicial k̨

será

�E = Ec(k̨ + �k̨) ≠ Ev(k̨) = Eg + (k̨ + �k̨)2

2mc
+ k̨

2

2mv
. (1.1)

Mientras tanto, en la capa de conducción queda un agujero el cual actúa como una par-
tícula con carga positiva, así que interacción entre el electrón y el agujero es coulom-
biana, por lo que podríamos hacer una analogía con lo que sucede con un electrón y
un protón en el átomo de hidrógeno [1]. La masa efectiva del excitón será entonces
mx = mc + mv, donde mc y mv corresponden a las masas efectivas de la banda de
conducción y de valencia, respectivamente, en | k̨ |= 0; experimentalmente mx se ha de-
terminado en mx = 1.7±0.1me, donde me es la masa efectiva del electrón [3]. De forma
general en los semiconductores, el electrón en la banda de conducción podría caer a la
banda de valencia nuevamente emitiendo un fotón, el cual podría excitar a otro electrón
dentro del semiconductor, pero cuando hay un acoplamiento fuerte entre los fotones de
la microcavidad con los excitones en el semiconductor se da origen a una nueva cuasi-
partícula [4, 5, 6, 7], sus funciones de onda se combinan formando un excitón-polaritón,
o sólo polaritón [7], el cual es una mezcla de luz y materia [4]. Entonces tenemos dos
cuasipartículas, los excitones, que corresponden a un estado ligado de un electrón en la
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1.2 Condensado de Bose-Einstein 1 INTRODUCCIÓN

Figura 1: Diagrama de las energías de las capas de valencia y conducción contra el momento k =| k̨ |.

banda de conducción con un agujero en la banda de valencia de un semiconductor, y los
polaritones, que son la mezcla de los excitones del semiconductor con los fotones de la
microcavidad mediante un acoplamiento fuerte.

1.2. Condensado de Bose-Einstein

Por otra parte, en 1920 se predijo teóricamente la condensación de Bose-Einstein [8]. Pri-
mero, Bose estudió la estadística de los fotones y posteriormente Einstein consideró un
gas diluido de bosones, y obtuvo como resultado que existe cierta temperatura en la cual
una fracción de las partículas ocupan el mismo estado de mínima energía [8]. Un ejemplo
de un condensado de Bose-Einstein es el líquido superfluido 4He. Para observar dicho
fenómeno cuántico es necesaria una temperatura de 1 K [8]. En 1998 se observó de forma
experimental un condensado de Bose-Einstein de hidrógeno. El cual a bajas temperaturas
no forma un líquido sino que se mantiene como un gas logrando que las interacciones sean
débiles por lo que hay un mayor número de átomos en el estado de momento cero [8]. Sin
embargo, no se puede conseguir un condensado de Bose-Einstein con cualquier sustancia,
debido que a bajas temperaturas la mayoría de las sustancias no están en su forma ga-
seosa, sino que se vuelven sólidos y las fuerzas de interacción entre sus componentes es
más fuerte [8]. El caso del helio líquido es una excepción de que a bajas temperaturas se
solidifique [8]. Y esto es porque, debido a su pequeña masa, la energía de punto cero, es
decir, la energía del estado base, es lo suficientemente grande, para superar la tendencia
a la cristalización [9]. Sin embargo, hay propiedades de ciertos materiales que se pueden
estudiar y entender mediante la condensación de Bose-Einstein [8].

Por otra parte, se han realizado muchos esfuerzos por encontrar sistemas de estado sólido
en donde exista la condensación de Bose-Einstein, y los excitones-polaritones son un
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1.3 Condensados de excitones-polaritones 1 INTRODUCCIÓN

sistema atractivo para estudiar este fenómeno, debido a que su masa efectiva es 10≠4 veces
la masa libre del electrón, por lo que sus longitudes de onda de de Broglie es comparable
con su promedio de separación, lo cual permite que haya una condensación de Bose-
Einstein [10].

1.3. Condensados de excitones-polaritones

Los polaritones pueden condensarse a temperaturas de siete órdenes de magnitud, en K,
superior a las requeridas para la condensación de Bose-Einstein, debido a su masa efecti-
va, la cual es siete órdenes de magnitud menor que la masa del átomo de hidrógeno [1]. Es
decir, la condensación ocurre en parámetros atractivos del sistema. Hay dos propiedades
destacables de los excitones-polaritones: su ligera masa efectiva de su parte fotónica y las
interacciones coulombianas repulsivas de su parte excitónica [11].

Podemos pensar en los excitones-polaritones en una sucesión de eventos: se absorbe un
fotón creando un excitón y el excitón se recombina emitiendo un fotón, etc [7], lo que
brinda una correspondencia entre los polaritones y los fotones emitidos de la cavidad [1].
Al detectar los excitones-polaritones se puede saber con cierta probabilidad cuánto es luz
y cuánto es materia mediante los coeficientes de Hopfield [7], debido a que determinan la
fracción de luz o materia de éstos [12]. Los coeficientes de Hopfield son los coeficientes
de la matriz que diagonaliza el Hamiltoniano de la interacción luz-materia. Sin embargo,
es imposible saber a priori si el polaritón va a colapsar a un fotón o a un excitón [7].

Si bien se trata de un sistema fuera de equilibrio, dado que los polaritones tienen un tiempo
de vida corto (en el rango de 10-ps [11]) debido a la fuga de fotones de la cavidad [1], pue-
den mostrar algunos de los fenómenos más interesantes del condensado de Bose-Einstein
de los polaritones [11], tales como vórtices cuánticos, excitaciones de Bogoliubov y su-
perfluidez que ocurren en equilibrio [4, 11, 10, 12, 13]. Cuando se tiene un condensado
de Bose-Einstein de excitones-polaritones y se somete a una perturbación, se generan ex-
citaciones de Bogoliuvob que resultan en la emisión de luz [11] y detrás del fenómeno
de superfluidez encontramos como base la transformación de Bogoliubov [11] del cual se
puede obtener el espectro de la distribución energética. El resultado de este espectro nos
muestra la dispersión de energía negativa, la cual es resultado de procesos paramétricos
en la excitación del fluido cuántico [14, 11].

Por otro lado, como se trata de un sistema fuera de equilibrio no se puede asociar el po-
tencial químico con la densidad de polaritones [6]. En un condensado de un gas aislado,
la frecuencia de oscilación de su función de onda es igual a su potencial químico, por lo
que se puede fijar mediante la ecuación de estado. En nuestro caso la frecuencia de osci-
lación es igual a la frecuencia del laser que bombea los fotones en la microcavidad, por
lo que es un parámetro experimental [6]. Y es por esto que el sistema de polaritones en
microcavidades nos permite explorar regímenes que no son accesibles en condensados de
sistemas atómicos.
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2 BEC DE EXCITONES-POLARITONES

Ahora bien, el fuerte acoplamiento entre los excitones y los fotones de la cavidad dan
lugar a nuevas cuasipartículas llamadas polariton superior e inferior [4], las mezclas de
luz y materia, como veremos más adelante.

2. BEC de excitones-polaritones

La descripción de la condensación de Bose-Einstein de excitones-polaritones se hace tra-
dicionalmente mediante teorías de campo medio en las que no se captura su naturaleza
fuera de equilibrio, sólo de manera estacionaria. Como se mencionó anteriormente, sin
embargo, es esta propiedad la que permite mostrar fenómenos interesantes del conden-
sado de Bose-Einstein. En este proyecto se describe una forma detallada el cálculo para
obtener el espectro de Bogoliubov para la condensación de polaritones inferiores usando
una aproximación Hamiltoniana no hermitiana para incluir los efectos fuera de equilibrio
en una primera aproximación.

Nos interesa obtener la dispersión de los polaritones, por lo que vamos a partir del Hamil-
toniano que representa la interacción luz-materia en segunda cuantización y lo vamos a
diagonalizar,

Ĥ =
ÿ

k

Ë
‘c,kâ

†
kâk + ‘x,kb̂

†
kb̂k + �(b̂†

kâk + â
†
kb̂k) + �f (â†

kF + âkF
ú)

È
+

+gxx

2
ÿ

q,k,kÕ
(b̂†

k+qb̂
†
kÕ≠qb̂kÕ b̂k) (2.1)

donde a
†
k es el operador de creación de un fotón y b

†
k es el operador de creación de un

excitón, ambos con momento k. � da la fuerza de acoplamiento del fotón y el excitón, y
gxx es la fuerza de interacción de excitones con espín opuesto. Por otra parte, â

†
kâk = n̂k

(operador de número) es el número de fotones en el estado ‹k con momento k, por lo queq
k â

†
kâk es el número total de fotones en el sistema y

q
k ‘c,kâ

†
râr es la energía del campo

de fotones en ausencia de interacción luz-materia. De forma similar, para el caso de los
excitones tenemos que b̂

†
kb̂k es el número de excitones en el estado ‹k con momento k.

Mientras que
q

k b̂
†
kb̂k es el número total de excitones en el sistema y

q
k ‘x,kb̂

†
kb̂k es la

energía de los excitones. Notemos que el término b̂
†
kâk + â

†
kb̂k nos dice que b̂

†
kâk remueve

un fotón y añade un excitón, mientras que â
†
kb̂b remueve un excitón y añade un fotón. El

término �f

1
â

†
kF + âkF

ú
2

nos indica que hay un bombeo de fotones al sistema, esta vez
con una frecuencia �f . Este bombeo describe una onda periódica como la de un láser y es
necesario porque, como se ha mencionado anteriormente, se trata de un sistema fuera de
equilibrio, pues los polaritones en algún momento decaen y los fotones escapan [12, 1, 6].
Finalmente, el último término del Hamiltoniano gxx

2
q

q,k,kÕ b̂
†
k+qb̂

†
kÕ≠q b̂kÕ b̂k, es el que brin-

da la interacción entre los excitones, la cual es una interacción de contacto.

Al diagonalizar el Hamiltoniano se obtienen los polaritones superiores e inferiores crea-
dos por los nuevos operadores L̂

†
k y Û

†
k. Primero se realiza la diagonalización sin las in-

teracciones materiales, y se incluirán porsteriormente. Podemos hacer una transformación
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2.1 Sistema luz-materia 2 BEC DE EXCITONES-POLARITONES

unitaria entre las dos bases, mediante
C
b̂k
âk

D

=
C

Ck Sk

≠Sk Ck

D C
L̂k
Ûk

D

, (2.2)

donde C
2
k = 1

2

Q

a1 + ”kÒ
”

2
k + 4�2

R

b y S
2
k = 1 ≠ C

2
k , son los coeficientes de Hopfield [4] y

nos dan la fracción de contenido fotónico y excitónico [14]. Estos coeficientes dependen
de ”k = ‘

c
k ≠ ‘

x
k, que se denomina desintonización [4] donde ‘

x
k = k2

/2mx y ‘
c
k =

k2
/2mc + ”, con mx la masa del excitón y mc la masa del fotón en la cavidad [4] y

mc = 10≠4
mx.

2.1. Sistema luz-materia

Obtenemos la forma de los antiguos operadores de creación y aniquilación en términos de
los nuevos operadores de creación y aniquilación de polaritón inferior y superior,

âk = ≠SkL̂k + CkÛk, (2.3a)
â

†
k = ≠SkL̂

†
k + CkÛ

†
k , (2.3b)

b̂k = CkL̂k + SkÛk, (2.3c)
b̂

†
k = CkL̂

†
k + SkÛ

†
k . (2.3d)

De acuerdo a estas ecuaciones podemos reescribir el Hamiltoniano de la Ec. 2.1. Esto nos
dará las interacciones entre polaritones que llevarán a la formación del condensado. Para
el primer término del Hamiltoniano se tiene que

‘c,kâ
†
kâk = ‘c,k(≠SkL̂k

† + CkÛ
†
k)(≠SkL̂k + CkÛk)

= ‘c,kS
2
kL̂

†
kL̂k ≠ ‘c,kSkCkL̂

†
kÛk ≠ ‘c,kSkCkÛ

†
kL̂k + ‘c,kC

2
kÛ

†
kÛk

= ‘c,kS
2
kL̂

†
kL̂k + ‘c,kC

2
kÛ

†
kÛk ≠ ‘c,kSkCk(L̂†

kÛk + Û
†
kL̂k). (2.4)

Para el segundo término del Hamiltoniano,

‘x,kb̂
†
kb̂k = ‘x,k

1
CkL̂

†
k + SkÛ

†
k

2 1
CkL̂k + SkÛk

2

= ‘x,kC
2
kL̂

†
kL̂k + ‘x,kCkSkL̂

†
kÛk + ‘x,kSkCkÛ

†
kL̂k‘x,k + S

2
kÛ

†
kÛk

= ‘x,kC
2
kL̂

†
kL̂k + ‘x,kSkCk

1
L̂

†
kÛk + Û

†
kL̂k

2
+ ‘x,kS

2
kÛ

†
kÛk. (2.5)

Para los términos cruzados, respectivamente,

b̂
†
kâk =

1
CkL̂

†
k + SkÛ

†
k

2 1
≠SkL̂k + CkÛk

2

= ≠CkSkL̂
†
kL̂k + C

2
kL̂

†
kÛk ≠ S

2
kÛ

†
kL̂k + SkCkÛ

†
kÛk, (2.6)

y

â
†
kb̂k =

1
≠SkL̂

†
k + CkÛ

†
k

2 1
CkL̂k + SkÛk

2

= ≠SkCkL̂
†
kL̂k ≠ S

2
kL̂

†
kÛk + C

2
kÛ

†
kL̂k + SkCkÛ

†
kÛk. (2.7)
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Sumando b̂
†
kâk + â

†
kb̂k, obtenemos,

b̂
†
kâk + â

†
kb̂k = ≠2SkCkL̂

†
kL̂k + 2SkCkÛ

†
kÛk + (2

k≠S
2
k)

1
L̂

†
kÛk + Û

†
kL̂k

2
.

La suma de los primeros tres términos del Hamiltoniano resulta ser,

‘c,kâ
†
kâk + ‘x,kb̂

†
kb̂k + �

1
b̂

†
kâk + â

†
kb̂k

2
= L̂

†
kL̂k

1
‘x,kC

2
k + ‘c,kS

2
k ≠ 2SkCk�

2
+

+ Û
†
kÛk

1
‘x,kS

2
k + ‘c,kC

2
k + 2SkCk�

2
+

+
1
L̂

†
kÛk + Û

†
kL̂k

2 1
SkCk (‘x,k ≠ ‘c,k) + �

1
C

2
k ≠ S

2
k

22
. (2.8)

Ahora queremos reescribir la expresión anterior en términos de los coeficientes de Hop-
field, Ck y C

2
k porque así podremos analizar el comportamiento fotónico y excitónico de

los polaritones. Recordemos que estos coeficientes nos dan información sobre el conteni-
do fotónico y excitónico [12],

‘c,kâ
†
kâk + ‘x,kb̂

†
kb̂k + �

1
b̂

†
kâk + â

†
kb̂k

2
= L̂

†
kL̂k

3
‘x,kC

2
k + ‘c,k

1
1 ≠ C

2
k

2
≠ 2

Ò
1 ≠ C

2
kCk�

4
+

+ Û
†
kÛk

3
‘x,k

1
1 ≠ C

2
k

2
+ ‘c,kC

2
k + 2

Ò
1 ≠ C

2
kC�

4
+

+
1
L̂

†
kÛk + Û

†
kL̂k

2 3Ò
1 ≠ C

2
kCk (‘x,k ≠ ‘c,k) + �

1
C

2
k ≠

1
1 ≠ C

2
k

224
.

= L̂
†
kL̂k

3
‘x,kC

2
k + ‘x,k ≠ ‘c,kC

2
k ≠ 2

Ò
1 ≠ C

2
kC�

4
+

+Û
†
kÛk

3
‘x,k ≠ ‘x,kC

2
k + ‘c,kC

2
k + 2

Ò
1 ≠ C

2
kCk�

4

+
1
L̂

†
kÛk + Û

†
kL̂k

2 3Ò
1 ≠ C

2
kCk (‘x,k ≠ ‘c,k) + �

1
2C

2
k ≠ 1

24
.

= L̂
†
kL̂k

3
≠”kC

2
k + ‘c,k ≠ 2

Ò
1 ≠ C

2
kC�

4
+ Û

†
kÛk

3
‘x,k + C

2
k”k + 2

Ò
1 ≠ C

2
kCk�

4
+

+
1
L̂

†
kÛk + Û

†
kL̂k

2 3
�

1
2C

2
k ≠ 1

2
≠ ”k

Ò
1 ≠ C

2
kCk

4
. (2.9)

Ahora usaremos la forma explícita de los coeficientes de Hopfield, C
2
k = 1

2

Q

a1 + ”kÒ
”

2
k + 4�2

R

b,

pues los encontramos en términos de la desintonización, la cual es un parámetro libre del
sistema [6], es decir, los podemos variar y observar el comportamiento de los polaritones.
Después de algo de trabajo y simplificar las expresiones, usando propiedades algebráicas,
obtenemos lo siguiente

‘c,kâ
†
kâk + ‘x,kb̂

†
kb̂k + �

1
b̂

†
kâk + â

†
kb̂k

2
= L̂

†
kL̂k

Q

a‘c,k + ‘x,k

2 ≠ ”
2
k + 4�2

2
Ò

”
2
k + 4�2

R

b

+ Û
†
kÛk

1
2

Q

a‘c,k + ‘x,k

2 + ”
2
k + 4�2

2
Ò

”
2
k + 4�2

R

b . (2.10)
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2.1 Sistema luz-materia 2 BEC DE EXCITONES-POLARITONES

Finalmente obtenemos la expresión

‘c,kâ
†
kâk + ‘x,kb̂

†
kb̂k + �

1
b̂

†
kâk + â

†
kb̂k

2
= L̂

†
kL̂k

1
2

3
2‘x,k + ”k ≠

Ò
”

2
k + 4�2

4
+

+ Û
†
kÛk

1
2

3
2‘x,k + ”k +

Ò
”

2
k + 4�2

4
.

Podemos tomar ‘
UP,LP
k = 1

2
1
2‘

x,c
k + ”k ±

Ò
”

2
k + 4�2

2
, donde ‘

UP
k corresponde a la ener-

gía del polaritón superior, y ‘
LP
k corresponde a la energía del polaritón inferior. De tal

forma que los primeros tres términos del Hamiltoniano los podemos escribir como,

‘c,kâ
†
kâk + ‘x,kb̂

†
kb̂k + �

1
b̂

†
kâk + â

†
kb̂k

2
= ‘

LP
k L̂

†
kL̂k + ‘

UP
k Û

†
kÛk. (2.11)

Como se mencionó se ha hecho una diagonalización del Hamiltoniano. Si llamamos M =C
Ck Sk

≠Sk Ck

D

, entonces su transpuesta es M
† =

C
Ck ≠Sk

Sk Ck

D

, así que

Ĥ =
ÿ

k

1
L̂

†
k Û

†
k

2 C
Ck ≠Sk

Sk Ck

D C
‘x,k �
� ‘c,k

D C
Ck Sk

≠Sk Ck

D C
L̂

Û

D

=
ÿ

k

1
L̂

†
k Û

†
k

2 C
Ck ≠Sk

Sk Ck

D C
Ck‘x,k ≠ Sk� Sk‘x,k + Ck�
Ck� ≠ Sk‘c,k Sk� + Ck‘c,k

D C
L̂k
Ûk

D

=
ÿ

k

1
L̂

†
k Û

†
k

2 C
C

2
k‘x,k ≠ 2SkCk� + S

2
k‘c,k SkCk‘x,k + C

2
k� ≠ S

2
k� ≠ SkCk‘c,k

SkCk‘x,k ≠ S
2
k� + C

2
k ≠ SkCk‘c,k S

2
k‘x,k + 2SkCk� + C

2
k‘c,k

D C
L̂k
Ûk

D

Tomando S
2
k = 1 ≠ C

2
k ,

Ĥ =
ÿ

k

1
L̂

†
k Û

†
k

2 C
a b

c d

D

,

donde los coeficientes están dados por

a = C
2
k‘x,k ≠ 2

Ò
1 ≠ C

2
kCk� + (1 ≠ C

2
k)‘c,k

b =
Ò

1 ≠ C
2
kCk‘x,k + C

2
k� ≠ (1 ≠ C

2
k)� ≠

Ò
1 ≠ C

2
kCk‘c,k

c =
Ò

1 ≠ C
2
kCk‘x,k ≠ (1 ≠ C

2
k)� + C

2
k ≠

Ò
1 ≠ C

2
kCk‘c,k

d = (1 ≠ C
2
k)‘x,k + 2

Ò
1 ≠ C

2
kCk� + C

2
k‘c,k.

Reconocemos las entradas de la matriz como las expresiones que obtuvimos en la Ec. 2.9,
así que

Ĥ =
ÿ

k

1
L̂

†
k Û

†
k

2 C
‘

LP 0
0 ‘

UP

D C
L̂k
Ûk

D

=
ÿ

k

L̂
†
kL̂k‘

LP + Û
†
kÛk‘

UP
.

8



2.2 Interacciones polaritónicas 2 BEC DE EXCITONES-POLARITONES

2.2. Interacciones polaritónicas

Ahora bien, ya que se ha diagonalizado el Hamiltoniano sin interacciones, se deben de
tomar en cuenta el bombeo fotónico así como las interacciones. Es decir, se deben escribir
en términos de los nuevos operadores L̂

†
k y Û

†
k. Para el caso del término que contiene la

información sobre el bombeo fotónico,

�f

1
â

†
kF + âkF

ú
2

= �f

11
≠SkL̂

†
k + CkÛ

†
k

2
F +

1
≠SkL̂k + CkÛk

2
F

ú
2

= �f

1
≠SkL̂

†
kF + CkÛ

†
kF ≠ SkL̂kF

ú + CkÛkF
ú
2

= �f

1
≠Sk

1
L̂

†
kF + L̂kF

ú
2

+ Ck
1
Û

†
kF + ÛkF

ú
22

. (2.12)

Para el quinto término, referente a la interacción entre los polaritones,

b̂
†
k+q b̂

†
kÕ≠q b̂kÕ b̂k =

1
Ck+qL̂

†
k+q + Sk+qÛ

†
k+q

2 1
CkÕ≠qL̂

†
kÕ≠q + SkÕ≠qÛ

†
kÕ≠q

2
x

1
CkÕL̂kÕ + SkÕÛkÕ

2 1
CkL̂k + SkÛk

2
=

Ck+qCkÕ≠qCkÕCkL̂
†
k+qL̂

†
kÕ≠qL̂kÕL̂k + Ck+qCkÕ≠qCkÕSkL̂

†
k+qL̂

†
kÕ≠qL̂kÕÛk+

+ Ck+qCkÕ≠qSkÕCkL̂
†
k+qL̂

†
kÕ≠qÛkÕL̂k + Ck+qCkÕ≠qSkÕSkL̂

†
k+qL̂

†
kÕ≠qÛkÕÛk+

+ Ck+qSkÕ≠qCkÕCkL̂
†
k+qÛ

†
kÕ≠qL̂kÕL̂k + Ck+qSkÕ≠qCkÕSkL̂

†
k+qÛ

†
kÕ≠qL̂kÕÛk+

+ Ck+qSkÕ≠qSkÕCkL̂
†
k+qÛkÕ≠qÛkÕL̂k + Ck+qSkÕ≠qSkÕSkL̂

†
k+qÛ

†
kÕ≠qÛkÕÛk+

+ Sk+qCkÕ≠qCkÕCkÛ
†
k+qL̂

†
kÕ≠qL̂kÕL̂k + Sk+qCkÕ≠qCkÕSkÛ

†
k+qL̂

†
kÕ≠qL̂kÕÛk+

+ Sk+qCkÕ≠qSkÕCkÛ
†
k+qL̂

†
kÕ≠qÛkÕL̂k + Sk+qCkÕ≠qSkÕSkÛ

†
k+qL̂

†
kÕ≠qÛkÕÛk+

+ Sk+qSkÕ≠qCkÕCkÛk+qÛkÕ≠qL̂kÕL̂k + Sk+qSkÕ≠qCkÕSkÛ
†
k+qÛ

†
kÕ≠qL̂kÕÛk+

+ Sk+qSkÕ≠qSkÕCkÛ
†
k+qÛ

†
kÕ≠qÛkÕL̂k + Sk+qSkÕ≠qSkÕSkÛ

†
k+qÛkÕ≠qÛkÕÛk. (2.13)

Podemos hacer la suma de todos los términos despreciando los correspondientes al polari-
tón superior, pues experimentalmente se miden en mayor cantidad los polaritones inferio-
res una vez que se ha formado el condensado de polaritones inferiores [4], aunque en un
trabajo posterior se puede estudiar el problema completo, es decir, incluir los polaritones
superiores. Obtenemos entonces,

Ĥ =
ÿ

k

Ë
‘c,kâ

†
kâk + ‘x,kb̂

†
kb̂k + �(b̂†

kâk + â
†
kb̂k) + �f (â†

kF + âkF
ú)

È
+

+gxx

2
ÿ

q,k,kÕ
(b̂†

k+qb̂
†
kÕ≠qb̂kÕ b̂k)

= ‘
LP
k L̂

†
kL̂k + �f sin ◊k

1
L̂

†
kF + L̂kF

ú
2

+

+ gxx

2
ÿ

q,k,kÕ
cos ◊k+q cos ◊kÕ≠q cos ◊kÕ cos ◊kL̂

†
k+qL̂

†
kÕ≠qL̂kÕL̂k .

(2.14)

9



2.3 Bombeo 2 BEC DE EXCITONES-POLARITONES

2.3. Bombeo

El bombeo es un campo eléctrico debido a que la aplicación de un campo eléctrico so-
bre los excitones puede extender su tiempo de vida [15]. Entonces, un bombeo continuo
es necesario para mantener un estado estable [10]. Podemos escribir el campo eléctrico
externo como

F (x, t) =| Fpu | exp[i(k · x ≠ ‘put/~)]. (2.15)

Pero es más conveniente trabajar en el espacio de momentos. Por lo tanto, tenemos que
hacer el cambio de representación del campo eléctrico. Para hacer esto usamos la trans-
formada de Fourier

F =
⁄

dxF (x, t)e≠ik·x

=
⁄

dx | Fpu | e
i(k·x≠‘put/~)

e
≠ik·x

= | Fpu | e
≠i‘put/~

⁄
dxe

ik·x
e

≠ik·x

= | Fpu | e
≠i‘put/~

⁄
dxe

x·(ik≠ik)

= | Fpu | e
≠i‘put/~

e
x·(ix≠ik) |Œ≠Œ

= | Fpu | e
≠i‘put/~

, (2.16)

Entonces, ahora debemos escribir los operadores de creación y aniquilación tomando en
cuenta éste último resultado. Por lo tanto, los nuevos operadores de creación y aniquila-
ción son,

l̂k = L̂ke
i‘put/~

, (2.17)

l̂
†
k = L̂

†
ke

≠i‘put/~
, (2.18)

de tal forma que,

L̂k = l̂ke
≠i‘put/~

, (2.19)
L̂

†
k = l̂

†
ke

i‘put/~
. (2.20)

Entonces vemos que los operadores de creación y aniquilación de los polaritones infe-
riores han cambiado por una fase. Sin embargo el número de polaritones y su energía no
ha cambiado, pues

q
k L̂

†
kL̂k = q

k l̂
†
ke

i‘put/~
l̂ke

≠i‘put/~ = q
k l̂

†
k l̂k = N con N siendo

el número de polaritones en el sistema y
q

k ‘
LP
k L̂

†
kL̂k = q

k ‘
LP
k l̂

†
ke

i‘put/~
l̂ke

≠i‘put/~ =
q

k ‘
LP
k l̂

†
k l̂k = ‘

LP , con ‘
LP siendo la energía de los polaritones inferiores.

Podemos obtener la evolución temporal de estos nuevos operadores en el esquema de
Heisenberg mediante su primera derivada temporal.

10



2.3 Bombeo 2 BEC DE EXCITONES-POLARITONES

1. Para el operador de aniquilación de la Ec. 2.17

dl̂k
dt

= dL̂k
dt

e
i‘put/~ + i‘pu

~ L̂ke
i‘put/~

. (2.21)

Pero sabemos que la evolución temporal de un operador lo podemos escribir en

términos del operador Hamiltoniano de acuerdo a ˙̂– = i

~
Ë
Ĥ, –̂

È
, por lo tanto,

dl̂k
dt

= e
i‘put/~ i

~ [Ĥ, L̂k] + i‘pu

~ e
i‘pu/~

L̂k

= i

~e
i‘put/~

1
[Ĥ, L̂k] + ‘puL̂k

2

= i

~e
i‘put/~

1Ë
Ĥ, L̂k

È
≠ ‘pu(≠L̂k)

2
. (2.22)

Las reglas de conmutación son,

[b̂†
‹j

, b̂
†
‹k

] = 0, [b̂‹j , b̂‹k
] = 0, [b̂‹j , b̂

†
‹k

] = ”‹j ,‹k
. (2.23)

tal que,

[L̂k, L̂
†
kÕ ] = ”k,kÕ

Ë
L̂k, L̂

†
kÕ

È
L̂kÕ = ”k,kÕL̂kÕ

(L̂kL̂
†
kÕ ≠ L̂

†
kÕL̂k)L̂kÕ = ”k,kÕL̂kÕ

L̂kL̂
†
kÕL̂kÕ ≠ L̂

†
kÕL̂kL̂kÕ = ”k,kÕL̂kÕ

pero [L̂k, L̂kÕ ] = 0 ∆ L̂kL̂kÕ = L̂kÕL̂k, entonces,

L̂kL̂
†
kÕL̂kÕ ≠ L̂

†
kÕL̂kÕL̂k = ”k,kÕL̂kÕ . (2.25)

De ésta expresion identificamos que L̂
†
kÕL̂kÕ es el operador del número de ocupación

del estado ‹kÕ . Haciendo la suma y reagrupando:
ÿ

kÕ
(L̂kL̂

†
kÕL̂kÕ ≠ L̂

†
kÕL̂kÕL̂k) =

ÿ

kÕ
”k,kÕL̂kÕ ,

C

L̂k,
ÿ

kÕ
L̂

†
kÕL̂kÕ

D

= L̂k,

C
ÿ

kÕ
L̂

†
kÕL̂kÕ , L̂k

D

= ≠L̂k (2.26a)

así que la Ec. 2.22 la podemos reescribir como,

˙̂
lk = i

~e
i‘put/~

AË
Ĥ, L̂k

È
≠ ‘pu

C
ÿ

kÕ
L̂

†
kL̂k, L̂k

DB

(2.27)
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2.3 Bombeo 2 BEC DE EXCITONES-POLARITONES

pero recordemos que
q

kÕ L̂
†
kÕL̂kÕ = N̂ , es el número total de polaritones inferiores

en el sistema, entonces

˙̂
lk = i

~
1Ë

Ĥ, l̂k

È
≠ ‘pu

Ë
N̂ , l̂k

È2

= i

~
1
Ĥl̂k ≠ l̂kĤ ≠ ‘puN̂ l̂k + ‘pul̂kN̂

2

= i

~
11

Ĥ ≠ ‘puN̂

2
l̂k ≠ l̂k

1
Ĥ ≠ ‘puN̂

22

= i

~
Ë
Ĥ ≠ ‘puN̂ , l̂k

È
= i

~
Ë
Ĥ, l̂k

È
. (2.28)

2. Para el operador de aniquilación de la Ec. 2.17,

d

dt
l̂
†
k = ≠i‘pu

~ e
≠i‘put/~

L̂
†
k + e

≠i‘put/~dL̂
†

dt

= i

~e
≠i‘put/~

Ë
Ĥ, L̂

†
k

È
≠ i

~‘pue
≠i‘t/~

L̂k

= i

~e
≠i‘put/~

1Ë
Ĥ, L̂

†
k

È
≠ ‘L̂

†
k

2
. (2.29)

Y de acuerdo a las reglas de conmutación,

˙̂
l
†
k = i

~e
≠i‘put/~

AË
Ĥ, L̂

†
k

È
≠ ‘pu

C
ÿ

kÕ
L̂kÕL̂

†
kÕ , L̂

†
k

DB

= i

~e
≠i‘put/~

1Ë
Ĥ, L̂

†
k

È
≠ ‘pu

Ë
N̂ , L̂

†
k

È2

= i

~
1Ë

Ĥ, l̂
†
k

È
≠ ‘pu

Ë
N̂ , l̂

†
k

È2

= i

~
1
Ĥl̂

†
k ≠ l̂

†
kĤ ≠ ‘puN̂ l̂

†
k + ‘pul̂

†
kN̂

2

= i

~
11

Ĥ ≠ ‘puN̂

2
l̂
†
k ≠ l̂

†
k

1
Ĥ ≠ ‘puN̂

22

= i

~
Ë
Ĥ ≠ ‘puN̂ , l̂

†
k

È
= i

~
Ë
Ĥ, l̂

†
k

È
. (2.30)

Podemos escribir un nuevo Hamiltoniano en términos de estos operadores al sustituir L̂k y
L̂

†
k, tomando en cuenta el desplazamiento Ĥ ≠ ‘puN̂ que se obtuvo al hacer la evaluación

temporal de los nuevos operadores de creación y aniquilación. Esta nueva representación
del Hamiltoniano nos permite pasar al sistema de referencia del bombeo para que la re-
ferencia de energía esté dado por la frecuencia del bombeo, el cual será un parámetro
libre [6]. Para el primer término del Hamiltoniano,

L̂
†
kL̂k = l̂

†
ke

i‘put/~
l̂ke

≠i‘put/~ = l̂
†
k l̂k.

Para el segundo término del Hamiltoniano,

�f sin ◊k

1
L̂

†
kF + L̂kF

ú
2

= �f sin ◊k

1
l̂
†
ke

i‘put/~ | Fpu | e
≠i‘put/~ + l̂ke

≠i‘put/~ | Fpu | e
i‘put/~

2

= �f sin ◊k | Fpu |
1
l̂
†
k + l̂k

2
. (2.31)

12
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Para el último término,

L̂
†
k+qL̂

†
kÕ≠qL̂kÕL̂k = l̂

†
k+qe

≠i‘put/~
l̂
†
kÕ≠qe

≠i‘put/~
l̂kÕe

i‘put/~
l̂ke

i‘put/~

= l̂
†
k+q l̂

†
kÕ≠q l̂kÕ l̂k. (2.32)

Entonces, el nuevo Hamiltoniano es

Ĥ =
ÿ

k

1
‘

LP
k ≠ ‘pu

2
l̂
†
k l̂k + �f sin ◊k | Fpu |

1
l̂
†
k + l̂k

2

+ gxx

2
ÿ

q,k,kÕ
cos ◊k+q cos ◊kÕ≠q cos ◊kÕ cos ◊k l̂

†
k+q l̂

†
kÕ≠q l̂kÕ l̂k. (2.33)

Ahora podemos descomponer el Hamiltoniano en el estado base, l
†
0, y estados excitados

l
†
q, tomando en cuenta los siguientes casos para el intercambio de momento entre los

excitones,

1. q = k = k
Õ = 0,

2. q ”= 0, k = 0, k
Õ = q,

3. q ”= 0, k = ≠q, k
Õ = 0,

4. q ”= 0, k = q, k
Õ = q.

La razón por la cual queremos hacer una separación de los polaritones con momento cero
es porque se quiere describir a los polaritones que forman parte del condensado de Bose-
Einstein y pequeñas excitaciones sobre el condensado.

Ĥ =
ÿ

k

Ë1
‘

LP
k ≠ ‘pu

2
l̂
†
k l̂k + �f | Fpu | sin ◊k

1
l̂
†
k + l̂k

2È
] + gxx

2 cos4
◊0l̂

†
0l̂

†
0l̂0l̂0 +

+gxx

2 cos2
◊0

ÿ

q ”=0

Ë
cos2

◊q

1
l̂
†
q l̂

†
0l̂q l̂0 + l̂

†
0l̂

†
q l̂0l̂q

2
+ cos2

◊≠q

1
l̂
†
0l̂

†
≠q l̂0l̂≠q + l̂

†
≠q l̂

†
0l̂≠q l̂0

2
+

+ cos ◊q cos ◊≠q

1
l̂
†
0l̂

†
0l̂q l̂≠q + l̂

†
q l̂

†
≠q l̂0l̂0

2È
. (2.34)

A continuación se usará el álgebra de conmutadores para bosones con el objetivo de poder
obtener expresiones en las que los operadores correspondientes al momento cero sean
fácilmente separables de los operadores para el momento q ”= 0.
Ë
l̂0, l̂

†
0
È

= 1 ∆ l̂
†
0l̂0 = l̂0l̂

†
0 ≠ 1, por lo tanto,

l̂
†
0l̂

†
0l̂0l̂0 = l̂

†
0

1
l̂0l̂

†
0 ≠ 1

2
l̂0

= l̂
†
0l̂0l̂

†
0l̂0 ≠ l̂

†
0l̂0

= l̂
†
0l̂0

1
l̂
†
0l̂0 ≠ 1

2
. (2.35)

Por otra parte, para l̂
†
q l̂

†
0l̂q l̂0 + l̂

†
0l̂

†
q l̂0l̂q, tenemos que,

l̂
†
q l̂

†
0l̂q l̂0 + l̂

†
0l̂

†
q l̂0l̂q = l̂

†
q l̂

†
0l̂0l̂q + l̂

†
0l̂0l̂

†
q l̂q

= l̂
†
0l̂0l̂

†
q l̂q + l̂

†
0l̂0l̂

†
q l̂q

= 2 l̂
†
0l̂0l̂

†
q l̂q. (2.36)
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De forma similar, para l̂
†
0l̂

†
≠q l̂0l̂≠q + l̂

†
≠q l̂

†
0l̂≠q l̂0, obtenemos

l̂
†
0l̂

†
≠q l̂0l̂≠q + l̂

†
≠q l̂

†
0l̂≠q l̂0 = 2 l̂

†
0l̂0l̂

†
≠q l̂≠q. (2.37)

Si además consideramos que cos ◊q = cos ◊≠q, entonces el Hamiltoniano se vuelve:

Ĥ =
ÿ

k

Ë1
‘

LP
k ≠ ‘pu

2
l̂
†
k l̂k + �f | Fpu | sin ◊k

1
l̂
†
k + l̂k

2È
] + gxx

2 cos4
◊0l̂

†
0l̂

†
0l̂0l̂0 +

+gxx

2 cos2
◊0

ÿ

q ”=0

Ë
cos2

◊q

1
l̂
†
q l̂

†
0l̂q l̂0 + l̂

†
0l̂

†
q l̂0l̂q

2
+ cos2

◊≠q

1
l̂
†
0l̂

†
≠q l̂0l̂≠q + l̂

†
≠q l̂

†
0l̂≠q l̂0

2
+

+ cos ◊q cos ◊≠q

1
l̂
†
0l̂

†
0l̂q l̂≠q + l̂

†
q l̂

†
≠q l̂0l̂0

2È

=
ÿ

k

Ë1
‘

LP
k ≠ ‘pu

2
l̂
†
k l̂k + �f | Fpu | sin ◊k

1
l̂
†
k + l̂k

2È
+ gxx

2 cos4
◊0l̂

†
0l̂0

1
l̂
†
0l̂0 + 1

2
| +

+gxx

2 cos2
◊0

ÿ

q ”=0

Ë
2 cos2

◊q l̂
†
0l̂0l̂

†
q l̂q + 2 cos2

◊q l̂
†
0l̂0l̂

†
≠q l̂≠q + cos2

◊q

1
l̂
†
0l̂

†
0l̂q l̂≠q + l̂

†
q l̂

†
≠q l̂0l̂0

2È

=
ÿ

k

Ë1
‘

LP
k ≠ ‘pu

2
l̂
†
k l̂k + �f | Fpu | sin ◊k

1
l̂
†
k + l̂k

2È
+ gxx

2 cos4
◊0l̂

†
0l̂0

1
l̂
†
0l̂0 + 1

2
+

+ gxx

2 cos2
◊0

ÿ

q ”=0

Ë
2 cos2

◊q l̂
†
0l̂0

1
l̂
†
q l̂q + l̂

†
≠q l̂≠q

2
+ cos2

◊q

1
l̂
†
0l̂

†
0l̂q l̂≠q + l̂

†
q l̂

†
≠q l̂0l̂0

2È
. (2.38)

2.4. Aproximación de Bogoliubov

Ahora emplearemos la aproximación de Bogoliubov [16], la cual consiste en reemplazar
los operadores de creación y aniquilación de momento cero por un campo medio dado por
la densidad del condensado, en este caso, el condensado de polaritones,

l̂0 = Ô
nLP , (2.39)

l̂
†
0 = Ô

nLP , (2.40)

que como podemos observar, hacemos el cambio de operadores a números reales. Y dado
que

l̂
†
0l̂0 +

ÿ

q ”=0
l̂
†
q l̂q = nLP (2.41)

podemos hacer la siguiente aproximación,

cos4
◊0l̂

†
0l̂

†
0l̂0l̂0 ¥ cos4

◊0(nLP ≠
ÿ

q ”=0
l̂
†
q l̂q)(nLP ≠

ÿ

q ”=0
l̂
†
≠q l̂≠q)

= cos4
◊0

Q

an
2
LP ≠ nLP

ÿ

q ”=0
(l̂†

≠q l̂≠q + l̂
†
q l̂q)

R

b (2.42)
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Sustituyendo en el Hamiltoniano de la Ec.2.38, obtenemos

Ĥ =
ÿ

k

Ë1
‘

LP
k ≠ ‘pu

2
l̂
†
k l̂k + �f | Fpu | sin ◊k

1
l̂
†
k + l̂k

2È
+

gxx

2 cos4
◊0

Q

an
2
LP ≠ nLP

ÿ

q ”=0
(l̂†

≠q l̂≠q + l̂
†
q l̂q)

R

b +

+gxx

2 cos2
◊0

ÿ

q ”=0

Ë
2 cos2

◊q l̂
†
0l̂0

1
l̂
†
q l̂q + l̂

†
≠q l̂≠q

2
+ cos2

◊q

1
l̂
†
0l̂

†
0l̂q l̂≠q + l̂

†
q l̂

†
≠q l̂0l̂0

2È

=
ÿ

k

Ë1
‘

LP
k ≠ ‘pu

2
l̂
†
k l̂k + �f | Fpu | sin ◊k

1
l̂
†
k + l̂k

2È
+

gxx

2 cos4
◊0n

2
LP ≠ gxx

2 cos4
◊0nLP

ÿ

q ”=0
(l̂†

≠q l̂≠q + l̂
†
q l̂q)) +

+gxx

2 cos2
◊0

ÿ

q ”=0

Ë
2 cos2

◊q l̂
†
0l̂0

1
l̂
†
q l̂q + l̂

†
≠q l̂≠q

2
+ cos2

◊q

1
l̂
†
0l̂

†
0l̂q l̂≠q + l̂

†
q l̂

†
≠q l̂0l̂0

2È

=
ÿ

k

Ë1
‘

LP
k ≠ ‘pu

2
l̂
†
k l̂k + �f | Fpu | sin ◊k

1
l̂
†
k + l̂k

2È
+

gxx

2 cos4
◊0n

2
LP ≠ gxx cos2

◊0nLP

ÿ

q ”=0
cos2

q(l̂†
≠q l̂≠q + l̂

†
q l̂q)) +

+gxx

2 cos2
◊0

ÿ

q ”=0

Ë
2 cos2

◊q l̂
†
0l̂0

1
l̂
†
q l̂q + l̂

†
≠q l̂≠q

2
+ cos2

◊q

1
l̂
†
0l̂

†
0l̂q l̂≠q + l̂

†
q l̂

†
≠q l̂0l̂0

2È

=
ÿ

k

Ë1
‘

LP
k ≠ ‘pu

2
l̂
†
k l̂k + �f | Fpu | sin ◊k

1
l̂
†
k + l̂k

2È
+ gxx

2 cos4
◊0n

2
LP +

+
ÿ

q ”=0

;
gxx cos2

◊0nLP cos2
q(l̂†

≠q l̂≠q + l̂
†
q l̂q) + gxx

2 cos2
◊0nLP cos2

q

1
l̂q l̂≠q + l̂

†
q l̂

†
≠q

2<
.

(2.43)

Nos interesa tener al sistema en el estado base para la condensación de Bose-Einstein y
pequeñas excitaciones en éste, por lo que separamos el Hamiltoniano en k = 0 y k ”= 0,

Ĥ = (‘LP
0 ≠ ‘pu)l̂†

0l̂0 + �F | Fpu | sin ◊0(l̂†
0 + l̂0) + gxx

2 cos4
◊0n

2
LP +

+
ÿ

q ”=0

Ó1
‘

LP
q ≠ ‘pu

2
l̂
†
q l̂q + �f | Fpu | sin ◊q

1
l̂
†
q + l̂q

2
+

1
‘

LP
≠q ≠ ‘pu

2
l̂
†
≠q l̂≠q + �f | Fpu | sin ◊≠q

1
l̂
†
≠q + l̂≠q

2
+

+
ÿ

q ”=0

;
gxx cos2

◊0nLP cos2
q(l̂†

≠q l̂≠q + l̂
†
q l̂q) + gxx

2 cos2
◊0nLP cos2

q

1
l̂q l̂≠q + l̂

†
q l̂

†
≠q

2<
,

(2.44)

Pero sabemos que la energía de los polaritones inferiores es cuadrática en los momentos,
por lo tanto, ‘

LP
q = ‘

LP
≠q . Y dado que se había considerado cos ◊q = cos ◊≠q, entonces
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sin ◊q = sin ◊≠q. Estos términos se tendran que multiplicar por 1/2 para evitar la doble
suma, de tal forma que,

Ĥ = (‘LP
0 ≠ ‘pu)nLP + 2Ô

nLP �F | Fpu | sin ◊0 + gxx

2 cos4
◊0n

2
LP +

+
ÿ

q ”=0

;1
2

1
‘

LP
q ≠ ‘pu

2 1
l̂
†
q l̂q + l̂

†
≠q l̂≠q

2
+ 1

2�f | Fpu | sin ◊q

1
l̂
†
q + l̂q + l̂

†
≠q + l̂≠q

2
+

+
ÿ

q ”=0

;
gxx cos2

◊0nLP cos2
q(l̂†

≠q l̂≠q + l̂
†
q l̂q) + gxx

2 cos2
◊0nLP cos2

q

1
l̂q l̂≠q + l̂

†
q l̂

†
≠q

2<

= nLP

3
‘

LP
0 ≠ ‘pu + gxx

2 nLP cos4
◊0

4
+ 2Ô

nLP �F | Fpu | sin ◊0 +

ÿ

q ”=0

;1
2

1
‘

LP
q ≠ ‘pu + 2gxx cos2

◊0nLP cos2
◊q

4 1
l̂
†
q l̂q + l̂

†
≠q l̂≠q

2
+

+1
2�f | Fpu | sin ◊q

1
l̂
†
q + l̂q + l̂

†
≠q + l̂≠q

2
+ gxx

2 nLP cos2
◊0 cos2

◊q

1
l̂q l̂≠q + l̂

†
q l̂

†
≠q

2

= nLP

3
‘

LP
0 ≠ ‘pu + gxx

2 nLP cos4
◊0

4
+ 2Ô

nLP �F | Fpu | sin ◊0 +

1
2

ÿ

q ”=0

Ó1
‘

LP
q ≠ ‘pu + 2gxxnLP cos2

◊0 cos2
◊q

2 1
l̂
†
q l̂q + l̂

†
≠q l̂≠q

2
+

+ gxxnLP cos2
◊0 cos2

◊q

1
l̂q l̂≠q + l̂

†
q l̂

†
≠q

2
+ �f | Fpu | sin ◊q

1
l̂
†
q + l̂q + l̂

†
≠q + l̂≠q

2
.

(2.45)

Ahora vamos a renombrar algunas expresiones,

E
(0) = nLP

3
‘

LP
0 ≠ ‘pu + 1

2gxxnLP cos4
◊0

4
+ 2Ô

nLP �f | FP U | sin ◊0,(2.46a)

E
(1)
q =

1
‘

LP
q ≠ ‘pu

2
+ 2gxxnLP cos2

◊0 cos2
◊q, (2.46b)

E
(2)
q = gxxnLP cos2

◊0 cos2
◊q, (2.46c)

E
(3)
q = �f | Fpu | sin ◊q. (2.46d)

De tal forma que el Hamiltoniano lo podemos reescribir como sigue,

Ĥ = E
(0) + 1

2
ÿ

q ”=0

Ó
E

(1)
q

1
l̂
†
q l̂q + l̂

†
≠q l̂≠q

2
+ E

(2)
q

1
l̂
†
q l̂

†
≠q + l̂≠q l̂q

2
+ E

(3)
q

1
l̂
†
q + l̂q + l̂

†
≠q + l̂≠q

2Ô
.

2.5. Transformación de Bogoliubov

Ahora vamos a desacoplar l̂q y l̂≠q, mediante la transformación de Bogoliubov [14, 17,
12],

l̂q = uqL̂q + vqL̂
†
≠q, (2.47)

l̂≠q = uqL̂≠q + vqL̂
†
q (2.48)
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Cuyas reglas de conmutación obedecen las reglas de conmutación de Bose. Dentro de las
cuales,

Ë
L̂q, L̂

†
q

È
= 1 = L̂qL̂

†
q ≠ L̂

†
qL̂q

=
1
uq l̂q + vq l̂

†
≠q

2 1
uq l̂

†
q + vq l̂≠q

2
≠

1
uq l̂

†
q + vq l̂≠q

2 1
uq l̂q + vq l̂

†
≠q

2

= u
2
q l̂q l̂

†
q + uqvq l̂q l̂≠q + ûqvq l̂

†
≠q l̂

†
q + v

2
q l̂

†
≠q l̂≠q + u

2
q l̂

†
q l̂q ≠ uqvq l̂

†
q l̂

†
≠q ≠ uqvw l̂≠q l̂q ≠ v

2
q l̂≠q l̂

†
≠q

= u
2
q

1
l̂q l̂

†
q ≠ l̂

†
q l̂q

2
+ v

2
q

1
l̂
†
≠q l̂≠q ≠ l̂≠q l̂

†
≠q

2
+ uqvq

1
l̂q l̂≠q + l̂

†
≠q l̂

†
q ≠ l̂

†
q l̂

†
≠q ≠ l̂≠q l̂q

2
,

(2.49)

pero de acuerdo a las reglas de conmutación de los operadores l̂q y l̂≠q,
Ë
l̂‹k

, l̂‹j

È
= 0,

Ë
l̂
†
‹k

, l̂
†
‹j

È
= 0,

Ë
l̂‹k

, l̂
†
‹k

È
= 1, (2.50)

obtenemos finalmente que,
Ë
L̂q, L̂

†
q

È
= u

2
q ≠ v

2
q = 1, (2.51)

donde uk y vk son los coeficientes de Bogoliubov. Ahora vamos a reescribir el Hamil-
toniano en términos de los nuevos operadores L̂q y L̂≠q. Para el segundo término del
hamiltoniano,

l̂
†
q l̂q + l̂

†
≠q l̂≠q =

1
uqL̂

†
q + vqL̂≠q

2 1
uqL̂q + vqL̂

†
≠q

2
+

1
uqL̂

†
≠q + vqL̂q

2 1
uqL̂≠q + vqL̂

†
q

2

= u
2
qL̂

†
qL̂q + uqvqL̂

†
qL̂

†
≠q + uqvqL̂≠qL̂q + v

2
q L̂≠qL̂

†
≠q + u

2
qL̂

†
≠qL̂≠q +

+ uqvqL̂
†
≠qL̂

†
q + uqvqL̂qL̂≠q + v

2
q L̂qL̂

†
q

= u
2
q

1
L̂

†
qL̂q + L̂

†
≠qL̂≠q

2
+ v

2
q

1
L̂≠qL̂

†
≠q + L̂qL̂

†
q

2
+

+ uqvq

1
L̂

†
qL̂

†
≠q + L̂≠qL̂q + L̂

†
≠qL̂

†
q + L̂qL̂≠q

2
, (2.52)

pero
Ë
L̂

†
‹k

, L̂
†
‹j

È
= 0 y

Ë
L̂‹k

, L̂‹j

È
= 0, entonces,

l̂
†
q l̂q + l̂

†
≠q l̂≠q = u

2
q

1
L̂

†
qL̂q + L̂

†
≠q l̂≠q

2
+ v

2
q

1
l̂≠qL̂

†
≠q + L̂qL̂

†
q

2
+ 2uqvq

1
L̂qL̂≠q + L̂

†
qL̂

†
≠q

2
.

(2.53)
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Para el tercer término del Hamiltoniano,

l̂
†
q l̂

†
≠q + l̂≠q l̂q =

1
uqL̂

†
q + vqL̂≠q

2 1
uqL̂

†
≠q + vqL̂q

2
+

1
uqL̂≠q + vqL̂

†
q

2 1
uqL̂q + vqL̂

†
≠q

2

= u
2
qL̂

†
qL̂

†
≠q + uqvqL̂

†
qL̂q + uqvqL̂≠qL̂

†
≠q + v

2
q L̂≠qL̂q +

+u
2
qL̂≠qL̂q + uqvqL̂≠qL̂

†
≠q + uqvqL̂

†
qL̂q + v

2
q L̂

†
qL̂

†
≠q

= u
2
q

1
L̂

†
qL̂

†
≠q + L̂≠qL̂q

2
+ v

2
q

1
L̂≠qL̂q + L̂

†
qL̂

†
≠q

2
+

+uqvq

1
L̂

†
qL̂q + L̂≠qL̂

†
≠q + L̂≠qL̂

†
≠q + L̂

†
qL̂q

2

= u
2
q

1
L̂

†
qL̂

†
≠q + L̂≠qL̂q

2
+ v

2
q

1
L̂≠qL̂q + L̂

†
qL̂

†
≠q

2
+ 2uqvq

1
L̂

†
qL̂q + L̂≠qL̂

†
≠q

2

=
1
u

2
q + v

2
q

2 1
L̂

†
qL̂

†
≠q + L̂≠qL̂q

2
+ 2uqvq

1
L̂

†
qL̂q + L̂≠qL̂

†
≠q

2
. (2.54)

Para el cuarto término del Hamiltoniano,

l̂
†
q + l̂q + l̂

†
≠q + l̂≠q =

1
uqL̂

†
q + vqL̂≠q

2
+

1
uqL̂+vqL̂

†
≠q

2
+

1
uqL̂

†
≠q + vqL̂q

2
+

1
uqL̂≠q + vqL̂

†
q

2

= uq

1
L̂

†
q + L̂q + L̂

†
≠q + L̂≠q

2
+ vq

1
L̂

†
q + L̂q + L̂

†
≠q + L̂≠q

2

= (uq + vq)
1
L̂

†
q + L̂q + L̂

†
≠q + L̂≠q

2
. (2.55)

De tal forma que el Hamiltoniano es

Ĥ = E
(0) + 1

2
ÿ

q ”=0

Ó
E

(1)
q

Ë
u

2
q

1
L̂

†
qL̂q + L̂

†
≠qL̂≠q

2
+ v

2
q

1
L̂≠qL̂

†
≠q + L̂qL̂

†
q

2
+

+ 2uqvq

1
L̂qL̂≠q + L̂

†
qL̂

†
≠q

2È
E

(2)
q

Ë1
u

2
q + v

2
q

2 1
L̂

†
qL̂

†
≠q + L̂≠qL̂q

2
+

2uqvq

1
L̂

†
qL̂q + L̂≠qL̂

†
≠q

2È
+ E

(3)
q

Ë
(uq + vq)

1
L̂

†
q + L̂q + L̂

†
≠q + L̂≠q

2ÈÔ

= E
(0) + 1

2
ÿ

q ”=0

Ó
E

(1)
q

Ë
u

2
q

1
L̂

†
qL̂q + L̂

†
≠qL̂≠q

2
+ v

2
q

1
1 + L̂

†
qL̂q + 1 + L̂

†
≠qL̂≠q

2
+

+2uqvq

1
L̂

†
qL̂

†
≠q + L̂qL̂≠q

2È
+ E

(2)
q

Ë1
u

2
q + v

2
q

2 1
L̂

†
qL̂

†
≠q + L̂≠qL̂q

2
+

2uqvq

1
L̂

†
qL̂q + L̂≠qL̂

†
≠q

2È
+E

(3)
q

Ë
(uq + vq)

1
L̂

†
q + L̂q + L̂

†
≠q + L̂≠q

2ÈÔ
.(2.56)
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En el segundo término del Hamiltoniano usaremos que,
Ë
L̂‹ , L̂

†
‹

È
= 1,

Ĥ = E
(0) + 1

2
ÿ

q ”=0

Ó
E

(1)
q

Ë
u

2
q

1
L̂

†
qL̂q + L̂

†
≠qL̂≠q

2
+ 2v

2
q + v

2
q

1
L̂

†
qL̂q + L̂

†
≠qL̂≠q

2
+

+2uqvq

1
L̂

†
qL̂

†
≠q + L̂qL̂≠q

2È
+ E

(2)
q

Ë1
u

2
q + v

2
q

2 1
L̂

†
qL̂

†
≠q + L̂≠qL̂q

2
+

+2uqvq

1
L̂

†
qL̂q + L̂≠qL̂

†
≠q

2È
+ E

(3)
q

Ë
(uq + vq)

1
L̂

†
q + L̂q + L̂

†
≠q + L̂≠q

2ÈÔ

= E
(0) + 1

2
ÿ

q ”=0
2E

(1)
q v

2
q + 1

2
ÿ

q ”=0

Ó
E

(1)
q

Ë1
u

2
q + v

2
q

2 1
L̂

†
qL̂q + L̂

†
≠qL̂≠q

2
+

+2uqvq

1
L̂

†
qL̂

†
≠q + L̂qL̂≠q

2È
+ E

(2)
q

Ë1
u

2
q + v

2
q

2 1
L̂

†
qL̂

†
≠q + L̂≠qL̂q

2
+

+ 2uqvq

1
L̂

†
qL̂q + L̂≠qL̂

†
≠q

2È
+ E

(3)
q

Ë
(uq + vq)

1
L̂

†
q + L̂q + L̂

†
≠q + L̂≠q

2ÈÔ
. (2.57)

Usando nuevamente las reglas de conmutación de los operadores podemos reescribir el
Hamiltoniano como sigue

Ĥ = E
(0) +

ÿ

q ”=0
E

(1)
q v

2
q + 1

2
ÿ

q ”=0

Ó
E

(1)
q

Ë1
u

2
q + v

2
q

2 1
L̂

†
qL̂q + L̂

†
≠qL̂≠q

2
+

2uqvq

1
L̂

†
qL̂

†
≠q + L̂qL̂≠q

2È
+ +E

(2)
q

Ë1
u

2
q + v

2
q

2 1
L̂

†
qL̂

†
≠q + L̂≠qL̂q

2
+

2uqvq

1
L̂

†
qL̂q + 1 + L̂

†
≠qL̂≠q

2È
+ + E

(3)
q

Ë
(uq + vq)

1
L̂

†
q + L̂q + L̂

†
≠q + L̂≠q

2ÈÔ
. (2.58)

Ahora podemos agrupar en términos semejantes,

Ĥ = E
(0) +

ÿ

q ”=0

1
E

(1)
q v

2
q + E

(2)
q uqvq

2
+ 1

2
ÿ
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Para remover los términos cruzados l̂
†
q l̂≠q + l̂q l̂≠q hacemos
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Ésta última expresión la podemos reescribir usando la Ec. 2.51, como sigue
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Ahora vamos a solucionar para v
2
q ,
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Reconocemos esta expresión como una ecuación cuadrática, cuya solución es bien cono-
cida. Tomaremos sólo los valores positivos,

v
2
q =

E
(1)
q

2 EBEC
q

≠ 1
2 , (2.62)

donde E
BEC
q es el espectro de Bogoliubov
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Y de acuerdo a la Ec. 2.51, el segundo coeficiente de Bogoliubov es
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De forma explícita,
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De acuerdo a este resultado, habrá dos ramas de energía para el espectro de Bogoliubov,
una positiva (Rama Normal) correspondiente al signo positivo, y otra negativa (Rama Fan-
tasma) correspondiente al signo negativo, respecto a la energía de condensación [12]. La
rama fantasma puede servir como una prueba directa de fluctuaciones cuánticas en el con-
densado, pues corresponde a la emisión de fotones asociada a la creación de excitaciones
reales de Bogoliubov que están relacionadas al proceso del escape de los fotones de la
microcavidad [6]. Usualmente la rama fantasma no se puede medir, pero en el caso de los
polaritones es posible porque se relaciona con el potencial químico.

3. Espectro de Bogoliubov

En los diagramas siguientes se muestra el espectro de Bogoliubov para los polaritones
inferior y superior, con energía positiva y negativa. Se hizo una variación en los parámetros
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”k (desintonización), gxxnLP (interacciones) y ‘pu (frecuencia del bombeo) para entender
cómo es que las propiedades del sistema cambian con las variaciones de estos parámetros.
Este análisis diagramático del espectro de Bogoliubov para los polaritones fue estudiado
anteriormente por Carusotto et al. [14] y Ciuti et al. [6]. En este caso se tomó mx = 1.0
como la masa efectiva del excitón y mc = 0.01 la masa efectiva del fotón. La energía
de interacción del condensado (potencial químico) es función de la interacción de los
excitones gxx y de la densidad de los polaritones nLP , donde gxxnLP será tomado como
un parámetro de estudio.

Figura 2: Se muestra el espectro de los polaritones superiores (azul) e inferiores (rojo) sin interacciones
materiales con una normalización de 2�. Se ha tomado la masa efectiva del excitón como mx = 1.0 y
la masa efectiva del fotón como mc = 0.01. (Izquierda) La energía del excitón (anaranjado) y del fotón
(morado), variando el momento k. (Derecha) Espectro como del fotón (anaranjado) y del excitón (negro),
variando el parámetro ” = ”0.

De la Fig. 2, podemos observar el comportamiento en la energía de los polaritones cuan-
do el fotón y el excitón interactúan. La brecha entre los polaritones es 2�, donde � es
el acoplamiento luz-materia. Este comportamiento de repulsión [11] entre los niveles de
energía es un resultado de la mezcla de estados, pues recordemos que los polaritones son
la superposición de luz y materia. Del lado izquierdo vemos la variación respecto al mo-
mento |k|. Por otra parte, el lado derecho nos muestra el comportamiento de los polariones
cuando el parámetro de variación es ”0 = ‘c,0 ≠ ‘x,0, es decir, para momento cero. Vemos
que cuando ”0 Æ 0, es decir, cuando la energía del excitón es mayor que la energía del
fotón, el polaritón inferior tiende a comportarse como la luz, mientras que el polariton
superior se comporta como el excitón, es decir, como materia. Y cuando ”0 Æ 0, es decir,
la energía del fotón es mayor que la energía del excitón, entonces el comportamiento del
polaritón inferior tiende al excitón y el comportamiento del polaritón superior tiende al
comportamiento del fotón. Esta figura, en específico, nos permite ver la naturaleza dual
de los polaritones.

La Fig. 3 muestra la variación de los coeficientes de Hopfield respecto a ” tomando
|k| = 0. Recordemos que los coeficientes de Hopfield son los que permiten determinar la
fracción fotónica o excitónica de los polaritones [6]. Vemos que cuando ”k ¥ 0 tenemos
un estado completamente mezclado. Sin embargo cuando ”0 es suficientemente grande o
pequeño entonces recuperamos al excitón o al fotón. En el caso de C

2
k cuando ” < 0 se

aproxima al excitón y si ” > 0 entonces se aproxima al fotón. Lo contrario ocurre para
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3 ESPECTRO DE BOGOLIUBOV

Figura 3: Coeficientes de Hopfield C2
k (anaranjado) y S2

k (verde) variando ” = con k = 0.

S
2
k, que para ” < 0 se aproxima al fotón y para ” > 0 se aproxima al excitón.

Figura 4: Se muestra el espectro de Bogoliubov sin condensación, es decir, gxx nlp = 0.0, variando
” = ”0, así como el espectro de los polaritones superiores (azul) e inferiores (rojo) sin interacción material.
(Izquierda) La curva verde continua corresponde a la brecha positiva del espectro, mientras que la línea pun-
teada corresponde a la brecha negativa del espectro, para un bombeo ‘pu = ≠1. (Derecha) Se observan los
diferentes espectros, tanto positivos (líneas continuas) como negativos (líneas punteadas), con una variación
en el potencial químico cambiando la frecuencia de bombeo correspondientes a ‘pu = ≠4, ≠2, 0, 2, 4.

En la Fig. 4 se muestra el espectro de Bogoliubov sin condensación, es decir gxxnLP = 0.
Se ha tomado mx = 1.0 y mc = 0.01 como en el caso de la Fig. 4. Las curvas continuas
corresponde a las brechas normales o positivas y las curvas punteadas corresponden a las
brechas fantasmas. Y como se puede observar en algunos casos la brecha positiva está
en contacto con la brecha negativa, lo que corresponde a una anomalía pues hace que el
comportamiento sea lineal. Además, no hay parte imaginaria de las brechas, por lo tanto
no hay puntos inestables aún cuando la intensidad del bombeo de fotones se incremente.
En este caso se está mostrando cuando hay interacción y cuando no.

En lo que sigue, Fig. 5, se muestra el caso de condensación con una energía de interacción
dada por gxxnLP = 1 fija, mientras que la frecuencia de bombeo se varía con ‘pu tomando
valores ‘pu = ≠4 (arriba), ‘pu = ≠1 (medio) y ‘pu = 4 (abajo). Se muestra que para
‘pu = ≠4, ≠2 la brecha positiva toca a la brecha negativa en algunos puntos donde ” ”= 0,
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lo cual, como se mencionó anteriormente, representa un comportamiento anómalo.

Ahora bien, manteniendo gxx nLP = 1 y ” = ”0, pero con ‘pu = 2 como se muestra
en la Fig. 6 (izquierda) vemos que la brecha positiva, curva continua, y negativa, curva
punteada, se han aplanado en una región, en la que coinciden, y este comportamiento
no tiene un análogo en sistemas en equilibrio [6]. Además, vemos sus partes imaginarias
(derecha) que para el caso de la brecha positiva, su parte imaginaria corresponde a la curva
negra continua, que, como vemos es positiva, lo que indica que corresponde a puntos
inestables. Esta inestabilidad proviene del hecho de que la rama fantasma entra a la región
real, por lo que la curva de la dispersión cambia y por conservación de la energía se
esperan partículas en la brecha fantasma [11], es decir, el decaimiento de un polaritón en
un excitón y la emisión de un fotón. Por otra parte en la Fig. 7 vemos que las brechas
positivas y negativas se han convertido en imaginarias (derecha), lo que nos indica que
hay puntos de inestabilidad [6].

Entonces hemos visto que al variar algunos parámetros el espectro de Bogoliubov puede
tener cambios significantes como que las partes imaginarias de las brechas tomen valo-
res positivos lo que implica inestabilidades paramétricas tal como lo describen Ciuti y
Carusotto [6].
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3 ESPECTRO DE BOGOLIUBOV

Figura 5: Espectro de Bogoliubov para la condensación con gxx nlp = 1.0 fija y ” = ”0. Se muestran
los espectros de los polaritones superiores (azul) e inferiores (rojo) sin interacción material. La variación
ocurre en el potencial químico al cambiar la frecuencia de bombeo ‘pu = ≠4.0 (arriba), ‘pu = ≠1 (medio)
y ‘pu = 4 (abajo).
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3 ESPECTRO DE BOGOLIUBOV

Figura 6: Espectro de Bogoliubov con gxx nlp = 1.0 y ‘pu = 0.0 variando ” = ”0. Se muestra el espectro
de los polaritones superiores (azul) e inferiores (rojo) sin interacción material. (Izquierda) Parte real de la
brecha normal, curva continua, y de la brecha fantasma, curva punteada. (Derecha) Parte imaginaria de la
brecha normal, curva continua, y fantasma, curva punteada.

Figura 7: Lo mismo que en la Fig. 6, pero con ‘pu = 2.
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4 CONCLUSIONES

4. Conclusiones

Se obtuvo el espectro de Bogoliubov mediante una aproximación Hamiltoniana no her-
mitiana (para incluir la disipación de los excitones a partir de un número complejo). Se
estudió el espectro como función de los parámetros de interacción de los excitones, desin-
tonización y bombeo, lo cual permitió la identificación de características exóticas que
surgen de los efectos fuera de equilibrio, es decir, tanto la disipación como el cambio
en el el potencial químico debido al bombeo. El trabajo futuro consiste en emplear las
energías de Bogoliubov para describir el propagador de un polaritón en el condensado de
Bose-Einstein de forma completa tomando en cuenta las ramas inferiores y superiores.
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