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1 INTRODUCCIÓN

1. Introducción

Los excitones son cuasipartículas que consisten en un par ligado de un electrón en la ban-
da de conducción y un agujero en la banda de valencia de un semiconductor [1]. Surgen
gracias a la excitación colectiva de los electrones en la banda de valencia de un semi-
conductor que ha sido bombeado por medios ópticos dentro de una microcavidad. Sin
embargo, cuando los excitones del semiconductor se acoplan fuertemente con los fotones
dentro de una microcavidad se da origen a nuevas cuasipartículas llamadas excitones-
polaritones [2, 3, 4] que son una mezcla de luz y materia [5].

Por otra parte, el bombeo óptico produce una densidad finita de excitones-polaritones,
que al ser considerados como un gas diluido de bosones, permite la existencia de cierta
temperatura en la cual una fracción de las partículas ocupa el mismo estado de mínima
energía [6]. Este fenómeno denominado condensación de Bose-Einstein (BEC) fue pre-
decido teóricamente en 1920, primero por Bose quien estudió la estadística de los fotones
y posteriormente por Einstein quien consideró el gas diluido de bosones [6]. En cuanto a
los excitones-polaritones, éstos logran la condensación de Bose-Einstein a temperaturas
de siete órdenes de magnitud, en Kelvin, superior a las requeridas, por ejemplo, para el
hidrógeno [1], debido a su ligera masa efectiva de su parte fotónica y a las interacciones
coulombianas repulsivas de su parte excitónica [7]. Estas propiedades proporcionan las
bases para estudiar los fluidos cuánticos de luz [8].

Tradicionalmente, los condensados de Bose-Einstein de excitones-polaritones se descri-
ben mediante teorías de campo medio [3]. Sin embargo, el progreso experimental sobre
las interacciones fuertes exige mejores aproximaciones teóricas. Por ello surge la nece-
sidad de emplear técnicas avanzadas tales como la teoría cuántica de campos, segunda
cuantización y funciones de Green.

A propósito, en mi Proyecto Terminal I se estudió el espectro de un condensado de Bose-
Einstein mediante una aproximación Hamiltoniana no hermitiana, mientras que en éste
Proyecto Terminal se propone usar el método de la función de Green dado que permite
combinar las propiedades del condensado de Bose-Einstein y todas las ramas polaritónicas
así como incluir los efectos de interacciones fuertes. Es por esto que tuve que aprender
el uso de la función de Green y la teoría cuántica de campos. Así pues como resultado se
obtuvieron las ramas polaritónicas combinadas.

1.1. Segunda cuantización y teoría cuántica de campos

Cuando se quiere hacer una descripción de un sistema de muchos cuerpos interactuantes
surge la necesidad de emplear métodos más eficientes, dado que, si bien la función de
onda de N cuerpos contiene toda la información del sistema, es impráctico querer obtener
la solución de la ecuación de Schrödinger [9]. La segunda cuantización, también llama-
da más apropiadamente representación del número de ocupación [10], es la formulación
que permite representar la mecánica cuántica de sistemas de muchos cuerpos de forma
eficiente y comprensiva y constituye el marco en el que la teoría cuántica de campos fue
construida [11].
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1.1 Segunda cuantización y teoría cuántica de campos 1 INTRODUCCIÓN

Una simplificación que se obtiene de la representación del número de ocupación es pasar
contar el número de partículas en cada estado de un conjunto completo de estados de
una sola partícula [9] a contar el número de partículas en el mismo estado �‹� [10]. Para
realizar esto se hace uso de vectores abstractos [9] que forman una base del sistema de N
cuerpos [10] de la forma

�n1n2n3...� (1.1)

tal que

�
j

nj = N. (1.2)

Para ser completa ésta base debe satisfacer las condiciones de ortogonalidad

�n′1n′2...�n1n2...� = ”n
′
1n1”n

′
2n2 ..., (1.3)

y completitud

�
n1n2...

�n1n2...��n′1n2′...� = 1. (1.4)

Además, se define el operador de número de ocupación n̂j , tal que

n̂j �nj� = nj �nj�, (1.5)

donde nj son sus eigenvalores y �nj� su eigenestados. Por otra parte, se introducen los
operadores de aniquilación y creación, b̂k y b̂†

k
, cuya algebra es

[b̂†
j
, b̂†

k
] = 0 [b̂j, b̂k] = 0 [b̂j, b̂

†
k
] = ”jk, (1.6)

tal que b̂†
j
b̂j = n̂j , de tal forma que

b̂†
j
b̂j �nj� = nj �nj� (1.7)

b̂j �nj� =√nj �nj − 1� (1.8)

b̂†
j
�nj� =�nj + 1�nj + 1� (1.9)
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1.2 Función de Green 1 INTRODUCCIÓN

y entonces el nuevo vector abstracto resulta ser el producto de los vectores individuales,

�n1n2...� = �n1��n2�... . (1.10)

Ahora bien, en la segunda cuantización se definen los operadores de campos cuánticos
�̂(r) y �̂†(r) cuyo significado físico de �̂†(r) es la suma de todas las formas posibles
de añadir una partícula al sistema en la posición r a través de cualquiera de los estados
base [10]. Estos operadores están definidos en cada punto del espacio por eso se les llama
operadores de campos cuánticos. Su regla de conmutación para el caso de bosones es

[�̂(r1), �̂†(r2)] = ”(r1 − r2) (1.11)

[�̂(r1), �̂(r2)] = 0 (1.12)

[�̂†(r1), �̂†(r2)] = 0 (1.13)

La relación de estos operadores de campos cuánticos con los operadores de creación y
aniquilación es

�̂(r) ≡�
j

Âj(r)b̂j (1.14)

�̂†(r) ≡�
j

Â†
j
(r)b̂†

j
, (1.15)

donde Âj(r) es la función de onda ordinaria de la primera cuantización. Los operadores
como el Hamiltoniano, energía cinética, espín, densidad y corriente se pueden escribir en
términos de los operadores de campos cuánticos, de forma general

T̂ =�
j,k

�� drÂ∗
j
(r)TrÂj(r)� b̂†

i
b̂j (1.16)

= � dr��
i

Â∗
i
(r)b̂†

i
�Tr ��

j

Âj(r)b̂j� = � dr�̂†(r)Tr�̂(r). (1.17)

1.2. Función de Green

Por lo que se refiere a la función de Green, también conocida como propagador, brinda la
información relevante de un sistema como la energía del estado base, el tiempo de vida
de los estados excitados [9] y permite resolver sistemas de muchos cuerpos considerando
las interacciones entre estos [10].
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1.2 Función de Green 1 INTRODUCCIÓN

La función de Green de una sola partícula se define como [9]

iG–—(xt, yt′) = ��0�T ��̂H–(xt)�̂†
H—
(yt′)� ��0�

��0��0� (1.18)

donde ��0� es el estado base que satisface la relación Ĥ ��0� = E0��0� y ��H–(xt)� es la
representación del operador en el esquema de Heisenberg cuya relación con el esquema
de Schrödinger se establece mediante la transformación

�̂H–(xt) = eiHt��h�̂–(xy)e−iHt��h. (1.19)

Además, los subíndices – y — etiquetan a los operadores de campo. En el caso de fermio-
nes de espín 1/2 – y — sólo pueden tomar dos valores y para los bosones no hay que eti-
quetarlos porque el sistema se puede describir por un solo operador de campo [9] gracias
la indistinguibilidad de las partículas [10]. Finalmente, T es el operador de ordenamiento
temporal, el cual se define para bosones como [10]

T (t, t′) = ◊(t − t′) + ◊(t′ − t) (1.20)

donde ◊(t − t′) es la función escalón de Heaviside. Es decir, la función de Green es el
valor de expectación del operador de campo en el estado base [9].

Por otra parte, algunas de las características de la función de Green se pueden apreciar
mejor tomando la representación de Lehmann, la cual permite usar el conjunto de eige-
nestados del Hamiltoniano como una base [10]. Tomando el estado base normalizado en
la Ecuación 1.18, la función de Green la podemos escribir como

iG(xt, yt) = ��0�T [�̂(xt)�̂†(yt′)]��0�. (1.21)

Ahora bien, podemos reescribir la función de Green insertando un conjunto completo de
eigenestados ,

iG(xt, yt) =�
n

�◊(t − t′)��0��̂(xt)��n���n��̂†(yt′)��0� −
− ◊(t′ − t)��0��̂†(yt′)��n���n��̂(xt)��0�� (1.22)

el cuál puede ser reescrito mostrando la dependencia del tiempo
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1.2 Función de Green 1 INTRODUCCIÓN

iG(xt, yt) =�
n

�◊(t − t′)ei(En−E)(t−t
′)��h��0��̂(x)��n���n��̂†(y)��0� −

−◊(t′ − t)ei(En−E)(t−t
′)��h��0��̂†(y)��n���n��̂(x)��0� ] . (1.23)

El operador del número de ocupación es

n̂ = � d3x�̂†(x)�̂(x) (1.24)

y su conmutador con el operador de campo es

[n̂, �̂(x)] = −�̂(x) (1.25)

o bien,

n̂�̂(x) = �̂(x)(n̂ − 1) (1.26)

que aplicado al estado base, en el que se asume que hay N partículas, se obtiene

n̂[�̂(x)��0�] = (N − 1)[�(x)��0�]. (1.27)

Es decir, el operador �̂ disminuye el número de partículas en 1 y el operador �̂† aumenta
en 1 el número de partículas al sistema. A su vez se pueden considerar los eigenestados
del momento como el conjunto completo de estados, dado que P es una constante de
movimiento [9], es decir

iG(xt, yt′) =�
n

�◊(t − t′)e−i(En−E)(t−t
′)��heiPn(̇x−y)��h ��0��̂(0)��n���n��̂†(0)��0�−

−◊(t′ − t)ei(En−E)(t−t
′)��he−P (̇x−y)��h��0��̂†(0)��n���n��̂(0)��0�� (1.28)

cuya transformada de Fourier es

G(Ê, p) = � d3(x − y)d3(t − t′)e−ip(̇x−y)eiÊ(t−t
′)G(xt, yt′)

= V �
n

”p,−Pn��h ��0��̂†(0)��n���n��̂(0)��0�
Ê − 1�h(En −E) + i÷

+ V �
n

”p,Pn��h ��0��̂(0)��n���n��̂†(0)��0�
Ê + 1�h(En −E) − i÷

(1.29)
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2 ENERGÍA DE UN CONDENSADO DE BOSE-EINSTEIN

donde ÷ es un número muy pequeño, es decir, ÷ → −∞ tal que ±i÷ asegura la conver-
gencia de la integral [9]. Esta ecuación nos permite ver que la función de Green depende
directamente de la frecuencia Ê y sus singularidades brindan el espectro de energía.

2. Energía de un condensado de Bose-Einstein

Como siguiente punto, se desarrollará el tratamiento para describir, mediante la teoría
cuántica de campos, el espectro de un condensado de Bose-Einstein típico, es decir, de un
sistema en equilibrio.

La autoenergía se puede interpretrar como el cambio en la energía de una partícula al
interactuar consigo misma debido a un sistema de muchos cuerpos . Los diagramas de las
autoenergías propias son los que se muestran en la Figura 1.

�∗11(p) =

�∗12(p) =

�∗21(p) =

Figura 1: Autoenergía propia para bosones.

La primera autoenergía �∗11(p) tiene dos líneas sólidas, una que entra y una que sale,
las cuales corresponden a una partícula que entra al condensado y luego sale de éste,
mientras que las líneas punteadas corresponden a partículas del condensado. En el caso
de la autoenergía �∗12(p) las dos líneas de partícula salen y en en �∗21(p) las dos líneas de
partícula entran, lo que muestra las característica de la condensación de Bose dado que
no hay conservación de partículas, pues el condensado es un suministro o sumidero de
partículas [9]. Estos diagramas se denominan anómalos.

Para representar la desaparición y aparición de partículas en el condesado se introdu-
cen, respectivamente, las funciones de Green exactas: G′12(x, y) = G′12(p) y G′21(x, y) =
G′21(p) y su representación se muestra en la Figura 2.

Por otra parte, ecuaciones de Dyson para un condensado de Bose son [12, 9]:

7



2 ENERGÍA DE UN CONDENSADO DE BOSE-EINSTEIN

G′(p) ∶

G′12(p) ∶

G′21(p) ∶

Figura 2: Representación de las funciones de Green para bosones. Las líneas están dirigi-
das hacia el flujo de momento en el espacio de momentos.

G′(p) = G0(p) +G0(p)�∗11(p)G′(p) +G0(p)�∗12(p)G′12(p) (2.1)

G′12(p) = G0(p)�∗12(p)G′(p) +G0(p)�∗11(p)G′12(p) (2.2)

G′21(p) = G0(−p)�∗12(p)G′(p) +G0(−p)�∗11(−p)G′21(p) (2.3)

G′(−p) = G0(−p) +G0(−p)�∗11(−p)G′(−p) +G0(−p)�∗12(p)G′12(p) (2.4)

Los diagramas correspondientes a estas ecuaciones de Dyson se muestran en la Figura 3

Las funciones de Green G′12(x, y) y G′21(x, y) tienen una definición precisa usando los
operadores de Heisenberg [9], siendo „̂ los operadores cuánticos de campo,

iG′12(x, y) = �O�T [„̂k(x)„̂k(y)]�O��O�O� (2.5)

iG′21(x, y) = �O�T [„̂†
k(x)„̂†

k(y)]�O��O�O� (2.6)

donde se aprecia que no hay conservación de partículas, dado que en G′12 desaparecen y
en G′21 aparecen.

De acuerdo a estas deficiones se cumplen las condiciones

G′12(x, y) = G′12(y, x), G′21(x, y) = G′21(y, x) (2.7)

8



2 ENERGÍA DE UN CONDENSADO DE BOSE-EINSTEIN

Figura 3: Ecuaciones de Dyson para un sistema de bosones [9]
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2 ENERGÍA DE UN CONDENSADO DE BOSE-EINSTEIN

dado que el operador de ordenamiento se define como [10]

T [„̂k(x)„̂k(y)] = ◊(x − y)„̂k(x)„̂k(y) + ◊(y − x)„̂k(y)„̂k(x) (2.8)

puesto que se trata de un sistema de bosones, de tal forma que

T [„̂k(x)„̂k(y)] = ◊(x − y)„̂k(x)„̂k(y) + ◊(y − x)„̂k(y)„̂k(x)
= ◊(y − x)„̂k(y)„̂k(x) + ◊(x − y)„̂k(x)„̂k(y) = T [„̂k(y)„̂k(x)].

Y de forma similar,

T [„̂†
k(x)„̂†

k(y)] = ◊(x − y)„̂†
k(x)„̂†

k(y) + ◊(y − x)„̂†
k(y)„̂†

k(x)
= ◊(y − x)„̂†

k(y)„̂†
k(x) + ◊(x − y)„̂†

k(x)„̂†
k(y) = T [„̂†

k(y)„̂†
k(x)].

Ahora bien, para obtener una visión clara sobre la estructura de la ecuación de Dyson se
introduce la matriz [9]

�̂k(x) =
������
„̂k(x)
„̂†

k(x)
������ (2.9)

y

�̂†
k(y) = �„̂†(y) „̂(y)� (2.10)

tal que,

�̂k(x)�̂†
k(y) =

������
„̂k(x)
„̂†

k(x)
������ �„̂

†
k(y) „̂k(y)�

= ������
„̂k(x)„̂†

k(y) „̂k(x)„̂k(y)
„̂†

k(x)„̂†
k(y) „̂†

k(x)„̂k(y)
������ (2.11)

lo que da la posibilidad de formar una matriz de la función de Green

iG′(x, y) = �O�T ��̂k(x)�̂†
k(y)� �O��O�O� (2.12)

10



2 ENERGÍA DE UN CONDENSADO DE BOSE-EINSTEIN

donde los elementos fuera de la diagonal corresponden a iG′12(x, y) y iG′21(x, y), respec-
tivamente. Y se identifican los elementos en la diagonal de la Ec. 2.11 como

G′11(x, y) = G′(x, y), G′22(x, y) = G′(y, x). (2.13)

De acuerdo a lo anterior, la ecuación de Dyson es una ecuación matricial [9]

G
′(x, y) =G

0(x, y) +� d4x1d4x′1G0(x, x1)�∗(x1, x
′
1)G(x′1, y) (2.14)

con

�
∗(x, y) = ������

�∗11(x, y) �∗12(x, y)
�∗21(x, y) �∗11(y, x)

������ (2.15)

y

G
0(x, y) = ������

G0(x, y) 0
0 G0(y, x)

������ . (2.16)

Haciendo la transformada de Fourier correspondiente podemos pasar la ecuación matricial

G
′(p) =G

0(p) +G
0(p)�∗(p)G′(p) (2.17)

que se puede resolver por medio de la matriz inversa, es decir

G
′(p) −G

0(p)�∗(p)G′(p) = G
0(p)

�1 −G
0(p)�∗(p)�G′(p) = G

0(p)
�1 −G

0(p)�∗(p)�G′(p) = G
0(p)(G′(p))−1

(G0(p))−1 −�
∗(p) = (G′(p))−1 (2.18)

donde,

(G0(p))−1 =
��������

1
G0(p) 0

0 1
G0(−p)

��������
(2.19)

Por lo tanto,
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2 ENERGÍA DE UN CONDENSADO DE BOSE-EINSTEIN

(G′(p))−1 =
��������

1
G0(p) −�∗11(p) −�∗12(p)
−�∗21(p) 1

G0(−p) −�∗11(−p)
��������

(2.20)

Donde la función de Green libre es G0(p) = (p0−iÊp+ µ�h)−1 y G0(−p) = (−p0−iÊp+ µ�h)−1,
por lo que se puede escribir la matriz como sigue

(G′(p))−1 = ������
p0 − iÊp + µ�h −�∗11(p) −�∗12(p)

−�∗21(p) −p0 − iÊp + µ�h −�∗11(−p)
������ (2.21)

Y entonces para obtener G′(p) se usa el hecho que (G′(p))−1G′(p) = I, con

G
′(p) = 1D(p)

������
−p0 − iÊp + µ�h −�∗11(−p) �∗12(p)

�∗21(p) p0 − iÊp + µ�h −�∗11(p)
������ (2.22)

tal que,

I = 1D(p)(G′(p))−1
G
′(p)

= 1D(p)
������
(›′ −�∗11(p)) (› −�∗11(−p)) −�∗12(p)�∗21(p) 0

0 (›′ −�∗11(p)) (› −�∗11(−p)) −�∗12(p)�∗21(p)
������

(2.23)

donde › = −p0 − iÊp + µ�h y ›′ = p0 − iÊp + µ�h . De tal forma que

D(p) = �p0 − Êp + µ�h −�∗11(p)��−p0 − Êp + µ�h −�∗11(−p)� −�∗12(p)�∗21(p) (2.24)

donde se ha realizado la continuación analítica iÊp → Êp + i0+ y haciendo la expansión de
éste término

12



2 ENERGÍA DE UN CONDENSADO DE BOSE-EINSTEIN

D(p) = −p2
0 − Êpp0 + µ�hp0 − p0�11(−p) + Êpp0 + Ê2

p
− Êp

µ�h + Êp�11(−p)
−p0

µ�h − Êp

µ�h + µ2

�h2 − µ�h�11(−p) + p0�11(p) + Êp�11(p) − µ�h�11(p) +�11(p)�11(−p)−
−�12(p)�21(p)

= −�p2
0 − �Êp − µ�h�

2 − p0 (�11(p) −�11(−p)) − Êp (�11(p) +�11(−p)) +
µ�h (�11(p) +�11(−p)) −�11(p)�11(−p) +�12(p)�21(p)� .

Definiendo A = 1
2 (�11(p) −�11(−p)) y S = 1

2 (�11(p) +�11(−p)) podemos reescibir la
expresión anterior como

D(p) = −�p2
0 − 2p0A − �Êp − µ�h�

2 − 2�Êp − µ�h�S −�11(p)�11(−p) +�12(p)�21(p)� ,

completando los trinomios

D(p) = −�(p0 −A)2 − ��Êp − µ�h� + S�2 −A2 + S2 −�11(p)�11(−p) +�12(p)�21(p)� ,

pero S2 −A2 = �11(p)�11(−p), y así

D(p) = −�(p0 −A)2 − ��Êp − µ�h� + S�2 +�12(p)�21(p)� . (2.25)

Y por lo tanto las entradas de la matriz G′(p) son

G′(p) = 1
D(p) �p0 + Êp − µ�h +�11(−p)� (2.26)

G12 = − �∗12
D(p) (2.27)

G21 = − �∗21
D(p) , (2.28)

donde D(p) = (p0 −A)2 − ��Êp − µ�h� + S�2 + �12(p)�21(p) de tal forma que calculando
los polos de la función de Green obtenemos
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2 ENERGÍA DE UN CONDENSADO DE BOSE-EINSTEIN

Ep = µ − 1
2 [�11(p) +�11(−p)] ± �(p − 1

2 [�11(p) −�11(−p)])2 +�12(p)�21(p)�1�2 .

(2.29)

Por otra parte, para el caso debilmente interactuante el potencial químico está representa-
do por [9]

µ = �O� ˆV̂

ˆN0
�O� (2.30)

donde el vector �O� depende de µ y N0, siendo N0 el número de partículas en el estado
base y V̂ = V̂ (p) el potencial de interacción. El valor de expectación del hamiltoniano en
el estado vacío es �0�Ĥ �0� = E0 = 1

2V −1N2V (0), solucionando para V obtenemos

V = 1
2

N2
0

E0
V (0) (2.31)

y entonces

ˆV

ˆN0
= N0

E0
V (0) (2.32)

y por lo tanto,

µ = �O� ˆV̂

ˆN0
�O� = n0V (0) (2.33)

donde n0 = E0
N0

. Por otra parte, el potencial químico satisface la relación con las auto-
energías [9]. Nótese que en éste caso se está suponiendo un sistema en equilibrio. Más
adelante, se estudiará el caso fuera de equilibrio en el sistema de excitones-polaritones.

µ = �h�∗11(0) − �h�∗12(0) (2.34)

donde, además, a órdenes bajos se cumple que [9]

�h�∗11(p) = n0(V (0) + V (p)) (2.35)�h�∗12(p) = �h�∗21(p) = n0V (p) (2.36)
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2 ENERGÍA DE UN CONDENSADO DE BOSE-EINSTEIN

Y de acuerdo a los diagramas se puede tomar p ↔ −p (véase el apéndice), por lo tanto
�∗12(p) = �∗21(−p), de tal forma que las entradas de la matriz G′(p) las podemos reescribir
como sigue

G′(p) = p0 + Êp − n0�h V (0) + n0�h (V (0) + V (p))
p2

0 − �Êp − n0V (0)�h + n0V (0)�h + n0V (p)�h �2 + n2
0�h2 V 2(p)

= p0 + 1�h (‘p + n0V (p))
p2

0 − 1�h2 �(‘p + n0V (p))2 − n2
0V

2(p)� (2.37)

donde ‘p = Êp
�h. Simplificando el segundo término del denominador de la Ecuación 2 se

puede definir Ep = �‘2
p
+ 2‘pn0V (p)�1�2, de tal forma que

G′(p) = p0 + 1�h (‘p + n0V (p))
p2

0 − �Ep�h �
2 (2.38)

G′12(p) = G′21(p) = −
1�hn0V (p)

p2
0 − �Ep�h �

2 (2.39)

Ahora bien, podemos notar que de acuerdo al denominador p2
0−�Ep�h �2 = �p0 − Ep�h � �p0 + Ep�h �

podemos expresar la función de Green libre como la resta de dos fracciones, o bien como
la separación de sus polos. Es decir,

A

x
− B

y
= Ay −Bx

xy
(2.40)

con x = p0 − Ep�h y y = p0 + Ep�h , por lo tanto

A

x
− B

y
= A�p0 + Ep�h � −B �p0 − Ep�h �

p2
0 − �Ep�h �

2 (2.41)

Igualando el denominador de las Ecuaciones 2.38 y 2.41,
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2 ENERGÍA DE UN CONDENSADO DE BOSE-EINSTEIN

p0(A −B) + Ep�h (A +B) = p0 + 1�h[‘p + n0V (p)] (2.42)

igualando factores obtenemos el sistema de ecuaciones

A −B = 1 (2.43)

Ep�h (A +B) = 1�h[‘p + n0V (p)] (2.44)

Solucionando el sistema de ecuaciones obtenemos los valores de A y B,

A = 1
2E−1

p
[‘p + n0V (p)] + 1

2 (2.45)

B = 1
2E−1

p
[‘p + n0V (p)] − 1

2 (2.46)

Y entonces podemos definir los factores

u2
p
= 1

2E−1
p
[‘p + n0V (p)] + 1

2 (2.47)

v2
p
= 1

2E−1
p
[‘p + n0V (p)] − 1

2 (2.48)

Y por lo tanto,

G′(p) = u2
p

p0 − Ep�h + i÷
− v2

p

p0 + Ep�h − i÷
(2.49)

De la misma forma,

G′12(p) = G′21(p) = − upvp

p0 − Ep�h + i÷
+ upvp

p0 + Ep�h − i÷
. (2.50)

Así pues, Ep es la energía del condensado de Bose-Einstein cuyo espectro se muestra en
la Figura 4.
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3 ESPECTRO DE UN SISTEMA DE EXCITONES-POLARITONES

Figura 4: Espectro de energía del condensado de Bose-Einstein con V = 10 y n = 1. En
este caso, al tratarse de un condensado de Bose-Einstein típico, Ep ≥ 0, por lo que se
observa sólo la brecha positiva, dado que la brecha negativa surge por los procesos fuera
de equilibrio del sistema [3].

Figura 5: Se muestran los coeficientes de Bogoliubov u (rojo) y v (azul) con n0=10 y
V (p) = 0.01 mientras se varía ‘p.

3. Espectro de un sistema de excitones-polaritones

Prosiguiendo, en esta sección se tratará el espectro de los excitones-polaritones emplean-
do el formalismo de la función de Green para introducir el hecho de que el sistema de
polaritones depende de láseres externos[5] tal que el pontencial químico se puede relacio-
nar con la frecuencia de bombeo de estos láseres [8]. En el caso del Proyecto Terminal I
para introducir este efecto de bombeo se introdujo un corrimiento en el Hamiltoniano.
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3 ESPECTRO DE UN SISTEMA DE EXCITONES-POLARITONES

(G(p, iÊ)) = ������
Gxx(p, iÊ) Gxc(p, iÊ)
Gxc(p, iÊ) Gcc(p, iÊ)

������ (3.1)

donde Gxx(p, iÊ) corresponde a la función de Green de los excitones sin interacción con
la luz, Gcc(p, iÊ) es la función de Green de los fotones y Gxc(p, iÊ) y Gcx(p, iÊ) corres-
ponde a la interacción de la luz con la materia.

En el caso de la función de Green sin interacción G0(p, Ê), la matriz es

G
0(p, iÊ) = ������

G0
xx
(p, iÊ) 0
0 G0

cc
(p, iÊ)

������ (3.2)

donde G0
xx
(p, iÊ) = (iÊ − ‘x(p))−1 y G0

cc
(p, iÊ) = (iÊ − ‘c(p))−1. Por otra parte, la matriz

de la autoenergía es

�(p, iÊ) = ������
0 �
� 0

������ (3.3)

donde � nos da la fuerza de acoplamiento entre los excitones del semiconductor y los
fotones de la microcavidad.

La ecuación de Dyson en forma matricial es

G(p, Ê) =G
0(p, Ê) +G

0(p, Ê)�(p, Ê)G(p, Ê) (3.4)

la cual se puede resolver por medio de la matriz inversa, dando como resultado

(G(p, Ê))−1 = �G0(p, Ê)�−1 −�(p, Ê). (3.5)

con

(G0(p, Ê))−1 = ������
iÊ − ‘x(p) 0

0 iÊ − ‘c(p)
������ (3.6)

por lo tanto
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4 BEC DE EXCITONES-POLARITONES

(G(p, Ê))−1 = ������
iÊ − ‘x(p) −�
−� iÊ − ‘c(p)

������ (3.7)

Y dado que G−1G = I, obtenemos finalmente que

G(p, Ê) = 1
D(p)

������
iÊ − ‘c(p) �

� iÊ − ‘x(p)
������ (3.8)

con D(p) = (iÊ − ‘c(p)) (iÊ − ‘x(p)) − �2. Realizando la continuación analítica iÊ →
Ê + i0+,

G(p, Ê) = 1
D(p)

������
Ê − ‘c(p) �

� Ê − ‘x(p)
������ (3.9)

y D(p) = (Ê − ‘c(p)) (Ê − ‘x(p))−�2. El espectro de la energía se encuentra en el límite
D(p)→ 0, es decir, resolviendo para Ê

Ê = 1
2 �‘x(p) − ‘c(p) ±�(‘x(p) − ‘c(p))2 + 4�2� . (3.10)

Es decir

‘UP = 1
2 �‘x(p) − ‘c(p) +�(‘x(p) − ‘c(p))2 + 4�2� (3.11)

‘LP = 1
2 �‘x(p) − ‘c(p) −�(‘x(p) − ‘c(p))2 + 4�2� (3.12)

corresponden a la energía del polariton superior e inferior, respectivamente, las cuales
se han tomado como función de la desintonización ” a momento cero, lo que permite
obtener distintas distribuciones de luz o materia para cada polaritón como se estudió en el
Proyecto Terminal I. La gráfica de la energía se muestra en la Figura 6.

4. BEC de excitones-polaritones

Continuando, se considerará la función de Green de un condensado de Bose-Einstein
de excitones-polaritones, lo que representa el objetivo principal de éste proyecto, que
es mezclar el espectro de los excitones-polaritones con el espectro de Bogoliubov para
obtener la rama polaritónica de menor energía e investigar su espectro, constatando el
espectro encontrado en el Proyecto Terminal I.
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4.1 Energía del espectro de Bogoliubov de un BEC de polaritones inferiores

4 BEC DE EXCITONES-POLARITONES

Figura 6: Se muestra el espectro de energía del polaritón superior (anaranjado) y del po-
laritón inferior (azul), donde ” = ‘x − ‘c con momento cero y se ha tomado � = 1.

4.1. Energía del espectro de Bogoliubov de un BEC de polaritones inferiores

De acuerdo a la secciones anteriores la ecuación matricial de la función de Green de
bosones que interactuan es

(G(p))−1 = �G0(p)�−1 −�(p) (4.1)

en este caso,

�G0�−1 = ��
(G0(p))−1 0

0 (G0(p))−1
�
� =
�
�

iÊp − (‘LP − ‘pu) 0
0 −iÊp − (‘LP − ‘pu)

�
� (4.2)

donde ‘LP es la energía de los polaritones inferiores y ‘pu se puede relacionar con el
potencial químico dado que al ser un sistema fuera de equilibrio, el potencial químico
se puede fijar mediante la frecuencia de bombeo del laser [3] para mantener un estado
estable, además, se puede relacionar con la rama fantasma que sirve como una prueba de
las fluctuaciones cuánticas en el condensado [3].

Por otra parte, la matriz de autoenergías es

�(p) = ��
�11(p) �12(p)
�21(p) �11(−p)

�
� (4.3)

entonces,

(G(p))−1 = ��
iÊp − (‘LP − ‘pu) −�11(p) −�12(p)

−�21(p) −iÊp − (‘LP − ‘pu) −�11(−p)
�
� (4.4)
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y a su vez,

G
0(p) = 1D

�
�
−iÊp − (‘LP − ‘pu) −�11(−p) �12(p)

�21(p) iÊp − (‘LP − ‘pu) −�11(p)
�
� (4.5)

Y dado que, G(p)(G(p))−1 = I, entonces

I = 1D(p)
�
�
(› −�11(p))(›′ −�11(−p)) −�12(p)�21(p) 0

0 (› −�11(p))(›′ −�11(−p)) −�12(p)�21(p)
�
�

(4.6)

entonces,

D(p) = (› −�11(p))(›′ −�11(−p)) −�12(p)�21(p) (4.7)

donde › = iÊp − (‘LP − ‘pu) y ›′ = −iÊp − (‘LP − ‘pu). Ahora bien, llevando a cabo la
continuación analítica iÊp → Êp + i0+ y expandiendo la Ecuación 4.7 obtenemos

D(p) = − �Ê2
p
+ Êp�11(−p) − (‘LP − ‘pu)2 −�11(−p)(‘LP − ‘pu) − Êp�11(p)−

−(‘LP − ‘pu)�11(p) −�11(p)�11(−p) +�12(p)�21(p)] . (4.8)

Agrupando en términos semejantes,

D(p) = − �Ê2
p
− Êp [�11(p) −�11(−p)] − (‘LP − ‘pu)2 −

−(‘LP − ‘pu) [�11(p) +�11(−p)] −�11(p)�11(−p) +�12(p)�21(p)] . (4.9)

Completando el trinomio

D(p) = − �Ê2
p
− Êp [�11(p) −�11(−p)] − �‘LP − ‘pu + 1

2 [�11(p) +�11(−p)]�2 +
+1

4 [�11(p) +�11(−p)]2 −�11(p)�11(−p) +�12(p)�21(p)� . (4.10)

La solución se encuentra en los polos de la función de Green, es decir cuando Êp → 0, de
tal forma que resolviendo la Ecuación 4.1, obtenemos
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Ep = 1
2 [�11(p) −�11(−p)] ± 1

2 �‘LP − ‘pu + 1
2 [�11(p) +�11(−p)] −�12(p)�21(p)�1�2

.

(4.11)

Tomando en cuenta los términos de interacción

�11(p) = �11(−p) = 2nLP gxx cos2 ◊0 cos2 ◊p

�12(p) = nLP gxx cos2 ◊0 cos2 ◊p (4.12)

donde nLP representa la densidad del condensado de polaritones y gxx es el coeficiente de
la energía de interacción entre los excitones del condensado. Mientras que los coeficientes
de Hopfield, cos2 ◊0 corresponden a los polaritones del estado base y cos2 ◊q a los pola-
ritones de estados excitados. A propósito, los coeficientes de Hopfield se pueden escribir
en términos de la desintonización como [5]

C2
p
= 1

2 + 1
2

”p

�”2
p
+ 4�2�1�2 (4.13)

S2
p
= 1 −C2

p
(4.14)

y proporcionan el contenido fotónico y excitónico de los excitones-polaritones [8]. Estos
coeficientes se pueden escribir como senos y cosenos para poder formar una matriz que
permita diagonalizar el Hamiltoniano que describe al sistema y obtener los operadores de
los polaritones superiores e inferiores, como se realizó en el Proyecto Terminal I.

De acuerdo a estas consideraciones la energía del condensado de polaritones inferiores es

Eq = ± �(‘LP − ‘pu + 2nLP gxx cos2 ◊0 cos2 ◊q)2 − n2
LP

g2
xx

cos4 ◊0 cos4 ◊q�1�2 , (4.15)

que es la misma expresión que se encontró en el Proyecto Terminal I. El espectro de
energía de éste condensado se muestra en la Figura 7 y podemos observar la semejanza
de la brecha positiva con la gráfica de la energía de un condensado de Bose-Einstein
mostrado en la Figura 4 de la Sección 2.

4.2. Función de Green de Bogoliubov para la condensación de excitones-polaritones

Ahora bien, para poder hacer la aproximación de un sistema fuera de equilibrio usan-
do el formalismo de la función de Green es necesario introducir las funciones de Green
avanzadas o retardadas. Entonces, se puede tomar la base �ĉ±p, ĉ†±p, x̂±p, x̂†±p�. Partiendo
nuevamente de la ecuación matricial,
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Figura 7: Se muestra el espectro de energía del condensado de Bose-Einstein del polaritón
inferior con la brecha positiva (línea sólida) y la brecha negativa (línea punteada). En este
caso se varía ” = ”0 con nLP gxx = 0, � = 1, y el bombeo ‘pu = −1.

(G(p))−1 = (G0(p))−1 −�(p) (4.16)

donde la función de Green libre es

(G0(p))−1 =
��������

iÊp − ‘c 0 0 0
0 −iÊp − ‘c 0 0
0 0 iÊp − (‘x − ‘pu) 0
0 0 0 −iÊp − (‘x − ‘pu)

��������
(4.17)

en donde para se ha considerado la energía de bombeo para matener el estado estable de
los excitones. Y la matriz de autoenergías es

�(p) =
��������

0 0 � 0
0 0 0 �
� 0 �11(p) �12(p)
0 � �21(p) �11(−p)

��������
. (4.18)

Estas representaciones se han obtenido a partir de la Ecuación 3.3 y de las interacciones
de Bogoliubov
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�(p) = ��
�11(p) �12(p)
�21(p) �11(−p)

�
� . (4.19)

De tal forma que,

(G(p))−1 =
��������

iÊp − ‘c 0 −� 0
0 −iÊp − ‘c 0 −�
−� 0 iÊp − (‘x − ‘pu) −�11(p) −�12(p)
0 −� −�21(p) −iÊp − (‘x − ‘pu) −�11(−p)

��������
.

(4.20)

La matriz inversa es

G(p) = 1D(p)
��������

G11(p) �12(p)�2 G13(p) −�12(p)�(‘c − Êp)
�21(p)�2 G22(p) �12(p)�(Êp − ‘c) G24(p)
G31(p) �12(p)�(Êp − ‘c) G33(p) �12(p)(‘2

c
− Ê2

p
)

−�21(p)�(‘c − Êp) G42(p) �21(p)(‘c − Ê2
p
) G44(p)

��������
(4.21)

donde

G11(p) = �12(p)�21(p)(‘c + Êp) + (‘x − ‘pu − Êp +�11(p))(�2−
((‘c + Êp)(‘x − ‘pu + Êp +�11(−p))))

G13(p) = (‘c + Êp)(‘x − ‘pu + Êp +�11(−p))� −�3

G22(p) = �12(p)�21(p)(‘c − Êp) − (Êp + ‘x − ‘pu +�11(−p))((Êp − ‘c)(Ê − (‘x − ‘pu)−
−�11(p)) −�2)

G24(p) = (Êp + ‘c)(Êp − (‘x − ‘pu) −�11(p))� −�3

G31(p) = �(Ê2
p
+ Êp(‘x − ‘pu) +�11(−p)(Êp + ‘c) + ‘c(Êp + ‘x − ‘pu) −�2)

G33(p) = −((‘c − Êp)(Ê2
p
+ Êp(‘x − ‘pu) +�11(−p)(Êp + ‘c) + ‘c(Êp + ‘x − ‘pu) −�2))

G42(p) = (Êp − ‘c)(Êp − (‘x − ‘pu) −�11(p))� −�3

G44(p) = −(Êp + ‘c)((Êp − ‘c)(Êp − (‘x − ‘pu) −�11(p)) −�2).
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Figura 8: Se muestra el espectro de energía correspondiente a la Ecuación 4.23,donde la
línea roja corresponde al signo positivo y la línea azul al signo negativo donde se ha usado
‘pu = 1 y se ha variado ” = ”0.

Se tienen las ramas polaritónicas superior e inferior que resultan de la interacción con el
condensado de excitones-polaritones, lo cual se estudiará en el futuro. El determinante es,

D(p) = (‘c − Êp)(−‘x + ‘pu −�11(p) + Êp)�2 +�4 + (−‘c − Êp)(�21(p)�12(p)(‘c − Êp)
+(‘x − ‘pu + Êp +�11(−p))((‘x − ‘pu − Êp +�11(p))(−‘c + Êp) +�2)) (4.22)

donde se ha hecho la continuación analítica iÊp → Êp + i0+. Ahora se encontrarán los
límites para verificar los resultados. Si no hay interacciones de Bogoliubov, es decir
�11(p) = �11(−) = �12(p) = �21(p) = 0, entonces se recupera lo que se encontró en
el caso donde sólo hay interacción de la luz con la materia,

D(p)gBB=0 = ((‘c + Êp)(‘x − ‘pu + Êp) −�2)((−‘c + Êp)(−‘x + ‘pu + Êp) −�2).
donde gBB son las interacciones de Bogoliubov. De ésta ecuación encontramos los modos
de Bogoliubov para polaritones inferiores y superiores, respectivamente,

Êp = 1
2(‘c + ‘x − ‘pu) ± 1

2 �(‘c − (‘x − ‘pu))2 + 4�2�1�2
(4.23)

Êp = 1
2(−‘c − ‘x + ‘pu) ± 1

2 �(‘c − (‘x − ‘pu))2 + 4�2�1�2
. (4.24)

Para el caso sin interacción de los excitones con los fotones, es decir, � = 0, obtenemos
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Figura 9: Se muestra el espectro de energía correspondiente a la Ecuación 4.24, donde el
polaritón superior corresponde a la línea roja y el polaritón inferior a la línea azul donde
se ha usado ‘pu = 1 y se ha variado ” = ”0 .

D(p) = − [Êp + ‘c] {�12(p)�21(p)(‘c − Êp) − [Êp + (‘x − ‘pu) −�11(−p)]
[(Êp − ‘c)(Êp − (‘x − ‘pu) −�11(p))]} . (4.25)

Y tomando Êp → 0,

Ê= − ‘c (4.26)

Êp = ‘c (4.27)

Êp = 1
2(�11(p) −�11(−p)) ± �(‘x − ‘pu + 1

2(�11(p) +�11(−p)))2 −�12(p)�21(p)�1�2 .

(4.28)

Con lo que se recuperan los dos límites por separado.

5. Conclusión

El uso de la función de Green permitió obtener la energía de los polaritones inferiores y
superiores así como el espectro del condensado de Bose-Einstein de excitones-polaritones
de una forma eficaz, resultando ser un mejor método que la aproximación Hamiltoniana no
hermitiana estudiado en el Proyecto Terminal I. Además, el uso de la segunda cuantización
y teoría cuántica de campos hizo posible una mejor comprensión sobre la interacción en
sistemas cuánticos de muchos cuerpos.

Finalmente, como un trabajo futuro se propone explotar la técnica comenzando con el
estudio de los polos que surgen de la Ecuación 4.2.
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A REGLAS DE FEYNMAN EN ESPACIO DE MOMENTO

A. Reglas de Feynman en espacio de momento

1. Por cada línea punteada ( corregir la línea roja por la punteada) que salga o entre
del vértice hay un facor de n1�2

o . El número total de líneas que entran en el diagrama
debe el mismo que las líneas que salen del diagrama.

2. En el m-ésimo orden, el operador Ĥ −µn̂ se puede escoger de m! maneras distintas.
El factor m! corresponde a las posibles formas de reetiquetar las diferentes líneas
de interacción.

3. Cada diagrama de m-ésimo orden en la expansión de G′(x, y) tiene un factor

(i��h)m(−i)C(2fi)4(C−m) donde C es el número de factores n0 del condensado que
aparecen en el diagrama

4. Ningún diagrama contribuye a menos que haya un ordenamiento temporal en el cual
todas las las líneas de G0 fluyan hacia delante en el tiempo.

Los vértices básicos para bosones se muestran en la Figura 10.

Figura 10: Se describe: (Primero) Una partícula que entra al condensado en x, �̂(x), y la
línea punteada (roja) corresponde a una partícula que sale del condensado, ›̂†

0(x) = n1�2
0 .

(Segundo) Una partícula del condensado se aniquila en x, ›̂0(x) = n1�2
0 , y se crea una

partícula, �̂†(x). (Tercero) Una partícula que entra, �̂(x), y sale, �̂†(x), del condensado
en x. (Cuarto) Una partícula del condensado entra y sale de éste en x.

Figura 11: Se trata de una partícula que entra y sale del condensado en x1
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Figura 12: Una partícula entra al condensado en x1 y sale de éste en x2

Figura 13: Una partícula entra y sale del condensado en x1, luego vuelve a entrar y salir
en x2

Figura 14: Una partícula entra al condensado en x1 y sale en x2, luego entra de nuevo al
condensado en x3 y sale en x4.

Figura 15: Una partícula entra y sale del condensado en x1, luego vuelve a entrar en x2 y
sale en x3.

Figura 16: Una partícula entra al condensado en x1 y sale en x2, luego entra de nuevo al
condensado en x3 y sale en x3.
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