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Capitulo 1

Introduccion

Los semiconductores son materiales en los que, en general, todos los estados de la capa de
valencia estdn ocupados, mientras que los estados de la capa de conduccién estan vacios.
Esto se debe a que los electrones ocupan primero los niveles de energia mds bajos. La
diferencia entre la banda de conduccién con menor energia y la banda de valencia con
mayor energia es conocida como brecha de energia (gap en ingl€s).

Para lograr que el electrén de la capa de valencia pase a la capa de conduccién es necesario
administrarle una energia igual o mayor que la energia de la brecha, y esto se puede
hacer a través de medios Opticos. La excitacion resultante da origen a la formacién de un
exciton, que es una cuasiparticula que consiste en un par ligado en la banda de conduccion
y un agujero en la banda de valencia [1]. Por otra parte, cuando el semiconductor se
encuentra en una microcavidad, puede ocurrir un acoplamiento fuerte de los fotones con
los excitones del semiconductor, lo que da origen a una nueva cuasiparticula: exciton-
polaritén [2, 3] 4, 15].

En estas notas basadas las referencias Many-body quantum theory in condensed matter
physics [6l], Quantum theory of many-particle systems [[1], se implementan las ideas de
segunda cuantizacion y funcién de Green para resolver el problema espectral de la con-
densacion de Bose-Einstein de excitones polaritones mediante el método de funciones de
Green.



Capitulo 2

Segunda Cuantizacion

La segunda cuantizacion o representacion del nimero de ocupacidn facilita la formulacién
de la fisica de muchos cuerpos. En esta representacion se pasa del espacio de Hilbert al
espacio de Fock y es en este ultimo donde se puede representar los estados a partir de
contar el nimero de particulas en cada estado del sistema.

A continuacién se describirdn los operadores en la primera cuantizacién y después los
operadores en la segunda cuantizacion para distinguir cudles son los cambios fundamen-
tales entre estas representaciones de la mecanica cudntica.

2.1. Operadores en la primera cuantizacion

Empezando por los operadores para una sola particula definidos en los estados de la par-
ticula descritos por r;. Dado un operador 7; = T'(r;, V), por ejemplo, el operador de
energia cinética — %V%j o un potencial externo V' (r;), en la representacion de los estados
|) para un sistema de una sola particula toma la forma

Ti = D Touun ¥, (1)) Wy, (r))] (2.1.1)
donde, T, = / e, (0)T (5, Vi, Yy, (1;): (2.1.2)

En un sistema de N particulas todas las 6V coordenadas, 3N de posicién y 3N de mo-
mento, clasicamente, deberian aparecer en una forma simétrica, de hecho en este caso, el
operador de energia cinética propia deberia ser el operador de energia cinética total 7},
asociado con todas las coordenadas,

N
Tiot = YT} (2.1.3)
7j=1

6



2.2. REPRESENTACION DEL NUMERO DE OCUPACION

La accién de 7}, en cualquier producto simple (ordenado) de estados de /N particulas,
¢Vn1 aq/)VnN eS’

Tiot|Vw,, (x1)) [P, (T2)) - - - [0, (TN)) (2.1.4)

= 22 2 Towalvwn Vv, (01)) b0, (1) - [t (0))

J=1Va,Vp

donde la delta de Kronecker viene de (v, |vy,) = c5l,a,l,nj.

En esta representacion del niimero de ocupacién para sistemas cudnticos de muchos cuer-
pos se puede tratar con particulas distinguibles e indistinguibles, es decir, con fermiones
y bosones, respectivamente y para esto se tiene que elegir una base completa y ordenada,
lo cual es importante sobretodo para el caso de los fermiones. Lo que se quiere lograr
es tener una representacion en donde sélo se tengan que contar cudntas particulas hay en
cada estado |v) (v es el conjunto completo de observables).

2.2. Representacion del nimero de ocupacion

La base de un sistema de N particulas en la representacién del nimero de ocupacion es
[Ty Mgy« -2 ), > n, =N (2.2.1)
J

el cual se obtiene enumerando los nimeros de ocupacion de cada estado posible del siste-
ma, es decir, se construye el estado de muchos cuerpos con estados de una particula. Otra
forma de decirlo es que hay n,, particulas en el estado |v;), n,, particulas en el estado
|12); en general vamos a tener n,, en el estado |v;). Dado que estamos en esta representa-
cion, se tiene que definir un operador de numero de ocupacién n,,,, sus eigenestados |n,,,)
y sus eigenvalores n,,, es decir

Ny, |Nwy) = Ny, Ny, ). (2.2.2)

En la representacion del nimero de ocupacion se hace uso del espacio de Fock, el cual se
define como

F=FoFoFhd -OFva... (2.2.3)

Y por construccion dos estados con diferente nimero de ocupacién son ortogonales.

La diferencia entre la representacion de primera y segunda cuantizacién es que en la
primera hay infinitos estados y una particula puede estar en cualquiera de ellos y en la



2.3. OPERADORES DE CREACION Y ANIQUILACION PARA BOSONES

segunda cuantizacion en cada estado hay diferente niimero de particulas pues se trata con
sistemas de muchos cuerpos. Ademads en la primera cuantizacion se trabaja en el espacio
de Hilbert y en la segunda cuantizacién en el espacio de Fock.

2.3. Operadores de creacion y aniquilacion para bosones

Se hard una descripcién de los operadores para bosones debido a que las particulas que se
quieren estudiar son los excitones, los cuales son bosones.

Denotamos al operador de creacion como blj el cual aumenta el numero de ocupacion en
el estado |v;) por 1,

blj]...,nyj_l,nyj,nl,jﬂ,...) =Bi(ny)|..sn,_n, F 10y ), (2.3.1)

donde B, es una constante de normalizacién. La tnica matriz de elementos distinta de
cero para el operador de creacion es

(ny, +10bf, nu,), (2.3.2)

dada la ortogonalidad de los estados. Este tipo de notacién es s6lo para simplificar, pues
el operador s6lo actua para el estado |v;). El operador adjunto, lo encontramos como la
conjugacion compleja de la matriz de elementos del operador de creacion, es decir

(nw, + 1|05, I, )" = (n,,,|(0F ) |na,, + 1), (2.3.3)

donde identificamos b, = (bf,j)T como el operador de aniquilacién. Este operador baja el
numero de ocupacion del estado v; por 1, es decir,

by, |ny,) = B_(ny,)|n, — 1), (2.3.4)

donde B_(n,,) es una constante de normalizacién. Entonces tenemos los dos operadores
fundamentales en el formalismo del nimero de ocupacion : creacion, b,Tjj, y aniquilacion,
by, porque nos permitirdn describir la aparicion o desaparicion de particulas en el siste-
ma [7]]. Dado que los bosones son simétricos en el estado de una sola particula entonces
pedimos que bj,j conmute con blk y por la conjugacion hermitiana, entonces b, debe con-

mutar con b,, . Ademads si j # k, entonces byj conmuta con b,tk.

Notemos que

b,[0)=0 = B_(0)=0. (2.3.5)

Es decir, un estado vacio no puede ser desocupado. Por otra parte,



2.3. OPERADORES DE CREACION Y ANIQUILACION PARA BOSONES

bl 10) = [1) = B (0)=1, (2.3.6)

vemos que en byj no conmuta con bij

b,,;bl, 10) = |0), (2.3.7)

vj

mientras que

bl b,,10) = 0. (2.3.8)

A partir de estas relaciones de conmutacion se puede definir el dlgebra para estos opera-
dores.

[bf b ] =0, by, b ] =0 (b, b] ] = 60, 0, (2.3.9)

Vi) T Vi Yy

los cuales a su vez nos dan las relaciones

[b bT ]b’/j = (SVijij

Vis Pug

by, bl by, — B, by by, = 0,0y,
bbb, — bbb, = b,
bib,b, — bbb, = —b,

[blbu, b = —b,. (2.3.10)

Y por otra parte,

{buja buk} = 51/ij

O A

Vi Yy
bbl, — bibbl = bf
(b0}, 0] = b} (2.3.11)

vy v

Es decir, b1 b, es un operador, con eigenestados |¢),), y eigenvalores \. Sea |¢) un eige-
nestado del operador b b,, tal que bl b,|¢) = A|$) con A > 0, entonces podemos tomar un
eigenestado particular b, |¢,,), de tal forma que



2.3. OPERADORES DE CREACION Y ANIQUILACION PARA BOSONES

bbbyl Ere) = (BubLby — by)ld,)
= (b0}, = Db|¢,)
= by(bib, — 1)[6n,)
= by(Ao = 1)[dx)-

Lo que nos dice que b, |$y,) es también un eigenestado del operador b b,, pero disminuido
en l,donde A =n =0,1,2.... Se pueden reescribir las expresiones anteriores como

|pr) = [10) = bibl/|nu> = n,|n,); by|n,) o< [n, —1).

Ahora bien, para estudiar b} |y, ), hacemos

(B5D,) | dre) = (B] + BLBLDL ) o)
= bL(1+01b,)|dx,)
= BI(1+ Xo)|da,)-

En este caso vemos que b |¢,,) es un eigenestado del operador b b,, pero que lo aumenta
en 1. Y de acuerdo al cambio de notacién propuesto anteriormente podemos reescribir la
ultima expresiéon como

(b1b,)bY n,) = (n + 1)bf|n,); bin:v) o< |n, +1). (2.3.12)

Los factores de normalizacion los encontramos mediante

1Bl = (Buln) (b0 ]r))
= (nu[blb,|ny)
= n,
1512 = (b)Iny)! (0} Ins))
= (nu|bbf|n)
= (n|(1 +0}by)In)
= 14n,.
De tal forma que,
bulny) = gln, — 1), (2.3.13)
biln,) = vy, +1n, +1). (2.3.14)



2.4. FORMA GENERAL DE LOS OPERADORES DE SEGUNDA CUANTIZACION

Ahora bien, dado que en esta representacion se trata con una base ordenada, se debe in-
troducir la idea de que la funcién de onda de muchas particulas debe ser simétrica bajo
intercambio de particulas en el caso de bosones, lo que da origen al operador de sime-
trizacion para bosones S, el cual puede ser representado como un determinante llamado
permanente

1/2: 1 1/2” 2 112E N _ Z (

pESN

Uy, (rpo))) (2.3.15)
1

Gy (11) U (1) ot ()

Para el caso de los fermiones el operador de simetrizacion es antisimétrico, por lo que
al intercambiar dos particulas la nueva funcién de onda difiere por un signo. Podemos
identificar los estados base de la primera y segunda cuantizacion,

S, FON, (F2)) - [, (Bn)) = bl B, -] 10),  (2.3.16)

donde ambos lados contienen N kets completamente simétricos en el subindice del estado
Vn,. A través de esta relacion podemos pasar de una a otra representacion.

2.4. Forma general de los operadores de segunda cuantizacion

En la segunda cuatizacion podemos escribir todos los operadores en términos de los ope-
radores fundamentales de creacion y aniquilacion. Podemos considerar el operador de una
sola particula T}, de la Ec.[2.1.4]actuando en un sistema de N particulas de bosones. Y se
puede usar el operador de simetrizacion para bosones S, en ambos lados, dado que T},
conmuta con S, y la Ec.[2.3.16]

N
Trotbl,, - bL, 100 = D7 Topa D v, O, -+ b 00 10), (241
j=1 '

J
Va,Vh

donde el operador blj se encuentra en el lugar n;. Se quiere que ambos lados de la ecua-
cién se vean iguales entonces se debe reinsertar el operador b] en el lugar n; en la
nj

derecha de la ecuacion. Se puede tomar el estado v, el cual se le puede encontrar, en
el lado izquierdo, p veces, lo que deja una contribucién de (b)?|0). Por otra parte, en el
lado derecho de la ecuacion, la contribucion es blb (b1)P~1)0). Esto lo podemos reescribir
usando las reglas de conmutacion y la reglas de creacion y aniquilacion,

_ 1 3 1 p
b (b 0) = B, (pb,,b,t) (b1 J0) = (pbz,,by) 0). (242)



2.5. CAMBIO DE BASE EN LA SEGUNDA CUANTIZACION

Ahora, los p operadores b/, pueden ser devolverse a sus lugares originales asi como que
aparezcan a la izquierda de la Ec La suma sobre j junto con 6%% da p contribu-
ciones idénticas cancelando el factor 1/p en la Ec y podemos obtener el resultado

Tiot [}, -5, 10)] = Z;Tyb,yab,ibbya [bf,.. .05, 10)]. (2.4.3)

Este resultado es vélido para cualquier base de estados bf, ...bl  ]0). Por lo tanto se

trata de un operador identidad que indica Ti,y = 3_;; 10,0, bj,i by,. Y dicho resultado se
puede generalizar a dos o mds particulas actuando en estados bosénicos.

En esta nueva formulacién, la segunda cuantizacion, podemos encontrar que los opera-
dores se forman mediante combinaciones lineales de los productos de los operadores de
creacion y aniquilacién pesados por una matriz de elementos de los operadores calcula-
dos en la primera cuantizacién. Ahora bien, esta matriz de elementos puede ser entendida
como una transicion del estado inicial al estado final, es decir, |v;v;) — |v;;). Donde el
estado inicial es aniquilado por el primer estado aniquilante |v) y luego el estado |v;),
mientras que el estado final se crea creando primero el estado |v;) y luego el estado |v;):

10Y = by, by, [vetr), lviv;) = bl b 0). (2.4.4)

Vi Vj

2.5. Cambio de base en la segunda cuantizacion

Queremos poder escribir los operadores de creacién y aniquilacién en una nueva base
completa y ordenada. Digamos que {|V,,), |¥,,), ... } eslabase antiguay {|®,,), |P,,), ...
es la nueva base. Notemos que ambas son bases completas y ordenadas. Entonces

|(I)u> = Z’\Iju><\l'v|q)u>
= > (L[®)[V,)

= 3 {Pu|V,)[T,). 2.5.1)

v

De tal forma que,

(®,|¥,)*b] (2.5.2)

w(®,[W,)b,. (2.5.3)

I
1] <M



2.6. OPERADORES CUANTICOS DE CAMPO Y SUS TRANSFORMADAS DE

FOURIER
Esta transformacion deja invariable las reglas de conmutacion. Es decir,
B Bly) = D0 [0, ) ([ 9,,)" [by, 0],
Vjvg
= Z <qju1 |\1le> <\Iij |\ij#2>6l’jﬂ/k
VjVk
= > (U U (W, [Uy) = iy (2.5.4)
ViV
Ademads, deja el nimero de particulas invariante
Z BLBM - Z Z vj |\D ‘II |\DVk> bl’k
K H ViVE
= Z< v |\IIV1€> bl/k
VjVk
= > bl by, (2.5.5)

La validez general de la Ec. se sigue de aplicar el resultado de la primera cuantiza-
cién para una sola particula a la primera cuantizacion de los estados base de un sistema
de N particulas St[t,, ...1,, ) llevando a

al, al, ...al, |0)= (Z(wunlwynl) an) (Z%WW%NWLN) (2.5.6)

Vnq Un

2.6. Operadores cuanticos de campo y sus transformadas de Fourier

Usando los resultados de la seccion anterior,

Ui(r) =3 (rly)af = Zw U(r) =Y (rl)a, Zwy Ja,, (2.6.1)

v v

donde, ¥'(r) y ¥(r) son los operadores de segunda cuantizacién, mientras que los co-
eficientes 1% (r) y v, (r) son las funciones de onda ordinarias de la primera cuantizacion.
Una forma de entender U1(r) es que se trata de la suma de todas las formas posibles de
afiadir una particula al sistema en la posicion r a través de cualquiera de los estados ba-
se 1, (r). Dado que ¥'(r) y ¥(r) son operadores de segunda cuantizacién definidos en
cualquier punto del espacio, son llamados operadores cudnticos de campo.



2.6. OPERADORES CUANTICOS DE CAMPO Y SUS TRANSFORMADAS DE
FOURIER

Para campos bosonicos, el conmutador es

(W (ry), U (ra)] = d(ry —12). (2.6.2)

En esta nueva formulacion, los operadores muestran una dualidad, puesto que por una
parte estan definidos como campos, es decir, un tipo de ondas, y por otra parte obedecen
las propiedades del conmutador, las cuales estdn asociadas con las particulas.

Con estos nuevos operadores cudnticos de campo podemos escribir los operadores en
una representacion del espacio real de una forma mads ficil. Por ejemplo, aplicando la
definicién de los operadores cudnticos de campo al operador de segunda cuantizacion
para una sola particula obtenemos

o= S ([ e T, ) dl

ViV

- / dr <Z ¢;(m;)> T, (Zzpyj(r)ayj) - / Prut ()T U(r). (2.63)

Entonces, en la representacion del espacio real, es decir usando operadores cudnticos de
campo, los operadores de segunda cuantizacién tiene una forma andloga a la matriz de
elementos de la primera cuantizacion.

También se quiere poder hacer transformaciones entre el espacio de momentos y el espa-
cio real. Esto lo hacemos sustituyendo en la Ec la base |),,) con la base de momento
k),

—zk r

Th( ker g (2.6.4)

\/—Z \/_Ze

Los inversos de estas expresiones se obtienen multiplicando por e**97 e integrando sobre
r,

1 | | |
ol = N / PreamU(r),  ag = - / dPrei 9Ty (), (2.6.5)

En el espacio de momento los operadores de un cuerpo se representa por

d 1 i
3 ki'r fkj-l‘ T
7= (S e ) S o 2o

k;

Una vez que se han desarrollado las ideas de la segunda cuantizacion se procederd a usar
ésta representacion para definir el formalismo de las funciones de Green en los capitulos
siguientes.



Capitulo 3

Funcion de Green

Las funciones de Green proporcionan la informacion relevante sobre los sistemas [7, 6],
tales como:

1. El valor de expectacién de cualquier operador de una sola particula en el estado
base del sistema

2. La energia del estado base del sistema
3. El espectro de excitacién del sistema

A través de dar solucion a ecuaciones diferenciales lineales, mediante la superposiciéon
de soluciones, en las que en general también se tienen condiciones iniciales o de frontera
dadas. Cabe mencionar que la funcion de Green también se le considera como el kernel
de un operador integral. Si L es un operador diferencial que actda sobre una funcién u
(ésta es la funcidn a conocer), la ecuacion diferencial no homogénea es,

Lu=f, (3.0.1)

donde f es una funcién conocida. Dado que L es un operador diferencial y queremos
determinar u entonces, se introduce el operador L7, tal que

L 'Lu=L"'f,

donde L™'L = I es la funcién identidad, por lo tanto

uw=L"'f.

Pensamos en L~! como un operador integral que toma la forma

L*:/G@ﬁm, (3.0.2)

15



3.1. CONDICIONES DE FRONTERA

si lo aplicamos a la Ec.[3.0.1}

L'Lu=u= /G(x", ') f(t)da'. (3.0.3)

En un espacio de variable continua la delta es la identidad dado que al integrar LG en
todo el espacio el resultado es 1, puesto que son funciones inversas, tal que su producto
es la funcion identidad.

I=LL "' =LG@E",2)=601" - ). (3.0.4)

LG(z", 2") = (2" — 2'). (3.0.5)

La comprobacion de este resultado se obtiene aplicando el operador L a una funcién w,
tomando en cuenta que u se puede escribir como la inversa de L, sobre una funcién f(z'),
donde L' es la integral de G(2/,2"), y LG = dx” — 2’ por lo que al integrar en todo
el espacio z’ ,la delta colapsa a z” y la funcién f toma el valor en z”. El conocer un la
solucién en un punto y la linealidad de la ecuacion diferencial, permite conocer la solucion
en todos los puntos del espacio.

3.1. Condiciones de frontera

Existen diferentes tipos de condiciones de frontera que nos conducen a formular la funcién
de Green por métodos distintos. Por ejemplo, para el caso de los problemas de Sturm-
Liouville [8], los cuales son problemas de valores propios de la forma

Ly = M\ (3.1.1)

con L un operador diferencial de segundo orden de la forma

dQ

d
L(x) =po(r)@ +p1(:c)@ + po(2), (3.1.2)

se pueden tomar las condiciones de frontera de Robin, las cuales son una combinacién
de las condiciones de Dirichlet, condiciones en los valores de la funcién en puntos de la
frontera del dominio, y Neumann, condiciones en los valores de la derivada de la funcién
en puntos de la frontera del dominio, y toman la forma

ay+ ey =g,

donde (2 es el dominio donde se resuelve la ecuacion diferencial y 02 es su frontera.
Independientemente de esto, notemos que la funciéon de Green tiene dos entradas, una
para la variable x y otra para la variable ¢ y las condiciones de contorno deben aplicarse al
menos a alguna de estas variables.



3.1. CONDICIONES DE FRONTERA

3.1.1. Condiciones de frontera en cada punto del intervalo

Para exponer el uso de estas condiciones de frontera se tomara el problema de Sturm-
Liouville, que se puede presentar por la siguiente ecuacion:

Ly="2 <p<x>) S (3.1.3)

Tomemos un intervalo (a, b) en donde se tienen condiciones de frontera homogeneas, es
decir, aquellas que se siguen satisfaciendo cuando se multiplican por un factor de escala.
Las condiciones de frontera deben aplicarse al menos a una entrada de la funcién de
Green. Supongamos que ¢ esta fija en el intervalo (a,b), tal que a < ¢ < b, entonces la
forma mas general de la funcién de Green es

Gla,t) =yi(@)hi(t), a<z<t, (3.1.4)

donde, y;(x) es solucidén a la ecuacién diferencial homogénea Ly = 0y hy(t) es una
funcién desconocida. Para el intervalo ¢ < x < b la funcion de Green es de la forma

G(z,t) = ya(x)hao(t) t<z<b, (3.1.5)

donde y,(x) es solucién de la ecuacion homogenea Ly = 0. Y de acuerdo a la simetria de
la funcién de Green, es decir, G(x,t) = G(t, z)*, podemos escribir

Yn (@)D, (1) = hn ()Y (1), (3.1.6)

y por ser G(x,t) una funcién continua, entonces

y()hi(t) = ha(2)ys (1), (3.1.7)

de donde obtenemos las dos relaciones

hy(z)
hi(t Yo (t), (3.1.8)
1( ) yl (CL’) 2( )
hi(z)
hi(t) = yi (1), (3.1.9)
2( ) yz(l') 1( )
pero, Zféj)) = Z;g)) = A, es decir, se trata de una constante. Podemos tomar s6lo valores

reales, de tal manera que G(z,t) toma la siguiente forma

{ Ap(r)pt) a<z <t (3.1.10)

Ays(z)ys(t) t<ax<b
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La cual satisface las condiciones de frontera en y;(x = a) = 0y ya(x =) = 0.

3.1.2. Problemas de valor inicial

Para este tipo de situaciones la construccion de la funcién de Green es determinada por
sus condiciones inicial y no podemos partir de la Ec. [3.1.10] La caracteristica de éste
tipo de problemas es que, como su nombre lo menciona, se tienen condiciones sobre el
punto inicial del intervalo y ninguna condicion en el punto final, lo que hace que se pierda
un poco la conexién con los problemas de Sturm-Liouville, ya que recordemos que las
condiciones de frontera en los problemas de Sturm-Liouville son sobre todos los puntos
del intervalo. Para construir la funcién de Green cuandos se tienen este tipo de condiciones
de frontera se tiene qué hacer uso de la continuidad de la funcién de Green en el punto
x = t, y su discontinuidad en la derivada.

3.2. Funcion de Green para la ecuacion de Schrodinger de una par-
ticula

Ahora nos interesa estudiar el problema de una ecuacién diferencial particular: la ecuacién
de Schrodinger, la cual es

[Ho(r) + V(r)] Uy = EVp. (3.2.1)

donde H es el hamiltoniano de una particula libre y V' es el potencial que se tratard como
una perturbaciéon. Entonces, se pretende obtener una forma de calcular el efecto de la
interaccion en los estados finales. Se considera un sistema abierto con una perturbacion,
V(r). La funcién de Green correspondiente es

[E — Ho(r)] Go(r,r',E) = 6(r — 1'). (3.2.2)

Con las condiciones de frontera G (r,r’) = Go(r’, r). Es decir, la funcién de Green pro-
paga de forma simétrica en todas las direcciones. De la Ec. [3.2.2] se puede identificar
E — Hy(r) como la funcién inversa de G(r,r’, F'), entonces

Gyl(r, E)Go(r, v, E) = §(r — 7). (3.2.3)

De acuerdo a esto,
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V(I‘)\I’E = E\I/E — Ho(I')
V(e)Wg = Gyl (r,E)¥g
Gyl (r, EY ¥y —V(r)¥p = 0
G3l(r B) - V()| ¥p = 0
La solucién se puede escribir como una ecuacion integral,
Up(r) = UO(r) + / &' Go(r, v, E)V (¢ )V ('), (3.2.4)

donde WY, es el eigenestado de H,. Para su verificacién se procede a lo siguiente

Gol(r, E) = V(1) ¥g =0 (3.2.5)

G l(r, ) <\IIOE(r) v / &' Golr, ¥, E)V(ﬂ)%(ﬂ)) V@) Ue=0.  (32.6)

Expandiendo el producto y tomando en cuenta que la integral se hace sobre las variables
primadas,

0 = G;l(r, E)Wo(r) + / PG (x, B)Go(r.r, E) (r)Up(r') — V(r)Wg
— Gi\(r, B)UY(r) + / Br's(r — )V () Up(t)) — V(r) Uy

= Gy (r, E)¥L(r) +V(r)Vg(r) — V(r)Vg

G E) W)

= (E — Ho(r)) U3(r)

H(r, B)U,
H(r, B)W,

EVp(r) = Ho(r)Vp(r).

Que es la ecuacion de Schrodinger para una particula libre, es decir, sin interacciones.
Sustituyendo ¥ (r) en la Ec. y haciendo Vp(r) = \If%)(r), entonces

V) = )+ [ drGorx', E)V(r) <\I/0E(r)+ / dSr'GO(r,r',E)V(r')xyg>)

— W)+ / &' Go(r, v, E)V (£)We(r) + O(V2).
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Llevando a cabo un proceso de iteracion y dejando a primer orden en V', la solucion es de
la forma

Wp(r) = Wo(r) + / &P Go(r, v, E)V (2 )U0(r') + O(V?). (3.2.7)

Para la primera iteracion,

Up(r) = W)+ [ dxGor,x', )V (r) <\I/%(r’)—|— / d?’r/GO(r,r’,E)V(r’)\IJE(r’))
= U(r)+ /d3r’ Go(r, ', E)YV (') (r') +
v / &' Go(r, v, BV (') / &' Go(r, v, BV (&)U (r).

Para la segunda iteracion,

Un(r) = W)+ [ & Golr,x', E)V (1) W) +
+ / &' Go(r, ', E)V(r') / ' Go(r, v, BV (r') (W (r) +
+ [ @G, E)V(r’)\I!E(r'))
= W)+ [ @ Golr, ¥ BV ()W) +
[ @ Gole, !, BV () [ d/Gofre,x', EYV () Wh(r) +
+ / &' Go(r, v, E)V(r) / &P Go(r, v, E)V (1) / &P Go(r, v, E)V (r')W(r').

Si suprimimos las variables de integracién obtenemos que la solucién es de la forma

\IJ - \IJO + G()V\Ijo —+ G(]VG()V\I/O + GoVG()VGoV\IJO + ...
= U+ (Go+ GoV Gy + GoVGoV Gy + ...) VI,

Comparando con la Ec. vemos

G = Go+ GyVGo+ GlVG VG + ...
= Go+ GoV(Go+ GoVGo+ ...)
G = Gy+GyVG. (3.2.8)
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Identificamos la Ec. [3.2.8|como la ecuacién de Dyson, que serd importante en un cédlculo
posterior.

Ahora bien, lo que se pretende es conocer la funcién de onda en un tiempo ¢ y en un punto
r a partir de su estado al tiempo ¢’ y en la posicion r/, es decir, se quiere llegar a una
expresion de este tipo

U(r,t) = / Glr, v t, 1) U(r, ), (3.2.9)

donde G(r,r’;t,t') es el propagador, el cual lo identificamos como la funcién de Green.
Mas adelante se identificard la forma de dicho propagador. La suma de las contribuciones
a lo largo de todo el espacio del efecto de la funcidén de Green sobre el estado inicial de
la funcién de onda es lo que determina el comportamiento de ésta para t’ < ty t' > t.
Es decir, la evolucion temporal de la funcién de onda estd determinada cuando se conoce
el propagador, G(r,r’;¢,t’). Es por estas propiedades que se le llama propagador, pues
conociendo la informacién en un punto y a un tiempo determinado se puede obtener toda
la informacién para tiempos anteriores o posteriores y en distintos puntos.

De acuerdo a esto, una vez que se tenga la forma del propagador y el estado inicial de
la funcién de onda se puede obtener la solucién completa de la ecuacién de Schrodinger.
Como se sabe, la ecuaciéon de Schrodinger es una ecuacion diferencial de primer orden
en el tiempo y es lineal, lo que permite la superposicion de soluciones, por lo tanto satis-
face la Ec. Por ejemplo, consideremos encontrar el propagador de la ecuacién de
Schrodinger con un potencial independiente del tiempo, V' (r). Vamos a partir de

Lo0V(rt) R* _,
ih— _<—2mv LV ) (), (3.2.10)

que podemos solucionar una vez que se sepa la solucion al tiempo ¢’. Haciendo una ex-
pansién de ¥(r, ¢) usando la relacién de cerradura,

U(r,t) = 3 Ap(t)Up(r), 3.2.11)
Ap(t) = / Us(r)W(r, )dr, (3.2.12)

donde Ug(r) es el conjunto completo y ortonormal de eigensoluciones de la ecuacion de
Schrodinger estacionaria:

(—ZH;VZ + V(I‘)) Ug(r) = EUg(r). (3.2.13)

El lado izquierdo de la Ec. [3.2.10|usando la Ec.[3.2.11]es
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aqf( dAE( )

ih = zhz Ug(r . (3.2.14)

El lado derecho de la Ec.[3.2.10|usando la Ec.[3.2.11]y la Ec.[3.2.13]es

2

(-jnw + V(r)) U(r,t) = ;m ) > Ap(t)

Ag(t)EUg(r (3.2.15)

S
= XE: Ag(t) <—FL2V2+V( )) UE(r)]
7

De acuerdo a estos resultados, obtenemos

dA
hz i 3" Ap(t)EUg(r),
E
indAe®) _ Ap(t) E, (3.2.16)
dt
cuya solucion es
Ap(t) = Ap(t))e 701, (3.2.17)

este resultado lo sustituimos en la Ec. [3.2.11] lo que resulta en
) =3 Ap(t)e # I Ug(r). (3.2.18)
E
Ahora bien, de acuerdo a la Ec. [3.2.12} podemos escribir a los coeficientes Ag(t'), como

/UE (', ), (3.2.19)
que podemos sustituir en la Ec.(3.2.18)),
1) = / S UL () Up(r)e 0 ) dPr | (3.2.20)
E
Comparando ésta dltima expresién con la Ec[3.2.9] obtenemos la relacion

G(r,r';t,t) ZUE —R=), (3.2.21)
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La cual se conoce como descomposicion espectral del propagador.

Hay distintas herramientas matemadticas en la construccion de la mecédnica cudntica que
nos provee de 3 esquemas: esquema de Schrodinger, esquema de Heisenberg y esquema
de interaccion. Cabe mencionar que el sentido fisico es el mismo, sin embargo en el
sentido matématico es donde notamos las diferencias [9]).

Esquema de Schrodinger

En este esquema los vectores de estado dependen explicitamente del tiempo, pero los
operadores no. La ecuacion de Schrodinger es

d
i |(®) = HIb (1) (3.2.22)

La evolucion de un estado |1(t)) estd dado por el propagador U (¢,t'),

() = U(t, t)[o(t)) (3.2.23)
donde U (t,t') = en(t=H

Esquema de Heisenberg

En este esquema los vectores de estado estdn fijos en el tiempo [10]. El esquema de
Schrodinger y Heisenberg estdn relacionados mediante

(1) = i (t))s (3.2.24)
cuya derivada es
d i i O
S 1GO) i = T HeF (1)), + e = [o(t))s
_ it (;Hw»s ' ;lw(t»S) 0 (3225)

lo que muestra que [¢)(t)) i es independiente del tiempo. En general un operador se puede
escribir en este esquema como
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On(t) = enftOgerttt (3.2.26)

donde Og es un operador en el esquema de Schrodinger [7]].

Esquema de interaccion

Los vectores de estado en el esquema de interaccion estin relacionados con los vectores
de estado del esquema de Schrodinger mediante

W(t))r = ertTot () (3.2.27)

a tiempo ¢ = 0 se reduce al esquema de Schrodinger. Y la evolucién temporal estd domi-
nada por la ecuacién de Schrodinger con H = Hy + V' donde H, no depende del tiempo
pero V' puede depender explicitamente del tiempo. La ecuacion de Schrodinger en este
esquema es

B = Vi) (3.2.28)

donde V;(t) = ertHoV e~ itHo [10].

En estos tres esquemas es importante que el Hamiltoniano no dependa explicitamente del
tiempo [9, [7].

Ahora bien, retomando la funcién de Green como propagador, podemos visualizar la re-
lacion entre el esquema de Schrodinger y Heisenberg mediante

I ) = er ), (3.2.29)

Dicho esto, el propagador se puede reescribir en cualquiera de estos esquemas. En el caso
del esquema de Schrodinger el propagador es

G(r,v';t, 1) = (r|G(t, )|, (3.2.30)

que son los elementos de matriz del operador G(¢,t’). En el caso del esquema de Hein-

senberg, el propagador es la amplitud de transicion entre dos estados, y podemos llegar a
este resultado mediante la Ec.
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G(r,v';t,t') = (r|G(t,t")|r")
= {xle i)
7
——tH 4,
= (rle b e H|r')
= gt )y, (3.2.31)
o bien,
G(r,v';t,t") = (r,t|r', t'). (3.2.32)

Es decir, nos dice cudl es la amplitud probabilidad de que nuestro sistema, que se en-
cuentra en el punto r’ al tiempo t’, esté en el punto r al tiempo ¢. Y la probabilidad es,
entonces,

P(r,t;r' t") = |(r, t |2/, V). (3.2.33)

Se puede calcular el propagador en diferentes bases. Por ejemplo, si se estd en el estado
|, ) al tiempo ¢, entonces el propagador para el estado final |¢,,) al tiempo ¢ es

G(nt,n't") = —if(t — ') (n|e | ¢,0). (3.2.34)

Para hacer el cambio de base de la funcion de Green

G(rt,x't") = (r|¢n)G(nt, n't") (pn|r). (3.2.35)

nn'

Si la base de estados |¢,,) son eigenestados del hamiltoniano, entonces

Gnt,n't') = —ib(t —t)e P g, dp)

= —if(t —t)e 5, (3.2.36)
G(rt,x't") = —i0(t—t)> e B 6 (x| b ) (e 1)

= —if(t — 1) e E (e g,) (h]r), (3.2.37)

donde 6(t — ') es la funcion escal6n de Heaviside [10], la cual se define como
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. 0, t<t
Ot —t') = ) oy (3.2.38)

y permite mantener un orden temporal en el propagador.

Finalmente, podemos ver que se puede escribir la funcién de Green en distintas bases e
intercambiar informacién entre estas. Se puede usar, por ejemplo, la base de posiciones
para obtener la funcién de Green en términos de la base de momento.



Capitulo 4

Funcion de Green en sistemas de
muchos cuerpos

Hasta ahora se ha introducido la funcion de Green y se ha visto su gran capacidad para
resolver los problemas de la mecdnica cudntica. Sin embargo, una razén para el estudio
de las funciones de Green es que es mds simple que otras combinaciones de operadores
de campo para encontrar la contribucién de n-ésimo orden en la teoria de perturbaciones
de acuerdo a las reglas de Feynmann dado que permite resolver problemas de muchos
cuerpos con interacciones entre ellos.

Existen distintos tipos de funciones de Green de una sola particula. La funcién de Green
retardada se define como

Gl(xat,'o't') = —if(t — t'){| W, (rt), WL, (x't)] 4.0.1)

B,F>

donde, B se refiere a bosones y F a fermiones y o es el espin. El (anti-) conmutador
[...,...]g p se define como

[A,B], = [A B]=AB— BA, 4.0.2)
[A,B], = {A B}=AB+ BA. (4.0.3)

Similarmente, la funcidén de Green avanzada se define como

GM(rat,x',o't) = i0(t — t)([U,(xt), WL, (x't)] (4.0.4)

B,F>

El término .?vanzada"quiere decir que da el estado del sistema a tiempos previos basados
en el estado del sistema en tiempo presente.

27



Para particulas no interactuantes, estas funciones son idénticas como se mostrard pos-
teriormente. El segundo tipo de funciones de Green para una sola particula es llamada
funcién de Green mayor y funcién de Green menor, en donde ya no hay una dependencia
en el orden temporal

G” (rot,v'o't) = —i(U,(rt)T!,(x't)), (4.0.52)

G<(rot,x'c't") = —i(£1)(T!, ('t U, (rt)). (4.0.5b)

Las funciones de Green avanzadas y retardadas se puede escribir en términos de las fun-
ciones de Green mayor y menor como

GER(rot,¥'o't) = 0(t —t)[G”(rat,¥'o't) — G=(rot,r'o’t)], (4.0.6a)

GA(rot, o'ty = 0t —1t)[G=(rot,¥'o't) — G”(rot,r'o’'t')]  (4.0.6b)

Si bien, se les llama funciones de Green de una sola particula, se trata de objetos de

muchos cuerpos puesto que describen la propagacion de particulas solas pero que son

gobernadas por el hamiltoniano de muchos cuerpos, por lo que se deben incluir los efectos

de correlacion. Por ejemplo, en el caso de dos particulas, la funcién de Green describe

la propagacién de éstas dos particulas o bien, pueden ser agujeros o una particula y un
agujero, y su forma es

iQG(rltl, I'2t2; I'Iltll, I'/2t/2) = <N‘T[\I/(I'1t1)‘P(I'th)\IjT(rlltll)\I/T<r12t/2)] ’N> (407)

donde 7' es la funcién de ordenamiento temporal definida como

T, t)=0(t—t)+0(t —1) (4.0.8)

para bosones [6]].

Como se mencioné en el Capitulo [3|las funciones de Green dan la amplitud de que una
particula en el punto r’ al tiempo ¢’ se propague a la posicién r al tiempo ¢, en este sentido
G recibe el nombre de retardado”por que se requiere que ¢ > t'.

La relacion entre el espacio real de la funcion de Green retardada y la correspondiente en
una base general | V) es

GE(ort,o't't) = Y 4 (or)G(vot, v/, o't )k (oY), (4.0.9)

v/

donde
Gt v'o't) = —if(t —t'){[av.(t),al,,, (1) 5.r) (4.0.10)

y similarmente para G~ y G<.
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4.1. Sistemas de traslacion invariante

Para un sistema invariante ante traslacion la representacion usual k es una base natural.
Dado que el sistema es invariante en traslaciéon G(r,r’) puede solo depender de la dife-
renciar — r’ y en este caso

1 . o P
Gir—1',ot,0't) = =D *"G"(kot Kot )e 4.1.1)

V ke

1 , , A o
= Y *CTIGR (kot, K o't )e KT (4.1.2)

Vo

Sin embargo, dado que el lado derecho no puede depender explicitamente del origen y de
r’, se sigue que G (k, k') = dx G (k), lo que nos permite escribir

1 , /
GR(r -, ot,d't) = » > e GR (K ot o't (4.1.3)
k
GF(k, ot,o't) = —if(t —t"){axo(t), al, ()] .r)- (4.1.4)

4.2. Representacion de Lehmann

La representacién de Lehmann permite usar el conjunto de eigenestados, {|n)}, del ha-
miltoniano completo, H, como una base H|n) = E,|n). Témese, por ejemplo, el estudio
de la funcion de Green diagonal, G~ (vtvt'),

@t t) = —ile(Bel(t)) = ~iz Yl e b)) o)

n

1 ; /
— _iZ S" e PEninle, | ') (n|cf|nyeEnTEE D (42.1)

1

donde [ es T El factor térmico de Gibbs viene de la definicién de la funcién de
B

correlaciéon

iley()eh(#) = —;Tr [etc, (1)l (1) 4.2.2)

14

En el dominio de frecuencias, obtenemos
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—271

Z

G (r,w) = ST ePEn(nle, |0 ) (0|l In)S (B, — B + w). (4.2.3)

nn’

De la misma forma, se obtiene para el caso de la funcién de Green menor

Gw) = 0SBl n) ey n)0( By — By — )

nn'

2 .
— %Z ZG_/BE”/ <n/|ci|n><n|cy|n/>5(En/ i En B w)

nn'

o
_ g Z e—ﬁEn+w(n/|ci|n> (nley|n')o(Ew — B, — w)

nm/

= —G(v;w)e ™. 4.2.4)

La funcién de Green retardada en el dominio de frecuencias es,

GR(Va W) = _Z/ dtez(w—ﬂn)té Z G_BE" <<n|c,,|n’> <n/CJL|7’L>eZ(E"_E”’)t +
0 nn’

(el 1) (' [m) i CPn =B

L~ sp, (_(nlafn){n'clin)  (nlc)|n’)(n|c )
e (S )

w+FE,—Ey+1m w—-—FE,+E,+1in

nn’

1~ (nlen)lchin) ¢ _gp, . _pE
- v n n ) 4.2.5

nn’

Tomando la parte imaginaria y usando que (w + i)~ = P% — imd(w), obtenemos

2 ~BE,
2ImGE (v, w) = —% > (nle, "y (0|c] |n) (e_ﬂE”“ 7 ) dw+ E, — Ey)
2
= = S {mlan’) (|} ln)e P (14 e=H)5(w + By — Ew)

— i1+ ) P ). (4.2.6)

Se define la funcidn espectral A como

Alv,w) = —2ImGH (v, w), (4.2.7)

la cual nos permite obtener el estado de una particula con una energia w determinada o la
energia de una particula en un estado v determinado.
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Consecuentemente se han derivado dos relaciones generales importantes,

iG”(ryw) = A(v,w)[l —npWw), (4.2.8)
—iGS(r,w) = A, w)np(w). (4.2.9)

dado que podemos obtener el propagador a partir de la estadistica y la funcion espectral.
También se pueden derivar las siguientes relaciones generales y muy utiles,

CRv,0) = /dww an (4.2.10a)

CAv,w) = /dw S (4.2.10b)

La primera es facilmente derivable de la Ec. insertando la unidad: [ dw'é(w' + E,, —
E,) dentro de a suma en el lado derecho. También notamos de estas dos relaciones que
las funciones de Green avanzada y retardada son simplemente el complejo conjugado una
de la otra:

GE(v,w) = [GA (v, w)]". (4.2.11)

4.3. Sistema de electrones libres

En esta seccion se desarrollard un ejemplo que aunque se trata de fermiones se muestra
claramente la ventaja de la utilidad de las funciones de Green y la segunda cuantizacion.

Considérese el hamiltoniano para electrones libres (o cualquier otro fermidn)

3 ko Chy o 4.3.1)
ko

donde &y, es la energia cinética y CLO_ y Cko Son los operadores de creacién y aniquilacion
de fermiones, respectivamente, y la correspondiente funcién de Green mayor en el k-
espacio, el cual denotamos como Gj para indicar que es el propagador de electrones
libres. La funcién de correlacion es

Gy(kot —t) = —i{aw(t)d,(t)). (43.2)

La dependencia temporal de los operadores de creacion y aniquilacion es
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ae(t) = eflee ™ = ¢ ek (4.3.3)

y similarmente, ¢} (t) = ¢l ¢’x!. Entonces, G~ es

Gy (koyt —t') = —i<ckUcL0>6_i§k(t_t/) (4.3.4)

y dado que el hamiltoniano es diagonal en k y la ocupacion de los electrones libres esta

dado por la distribucién de Fermi-Dirac [11]], tenemos (cacL0> = 1—np(&). Exactamente

de la misma forma podemos evaluar G, G¥ y finalmente G

G (ko t —t') = —i(l —np(&))e 1) (4.3.52)
G5 (ko t —t)) = inp(&)e 1) (4.3.5b)
GER(ko,t —t') = —if(t —t')e (1) (4.3.5¢)
GA(ko,t —t') = 0t —t)e o) (4.3.5d)

Vemos que G~ proporciona la propagacion de los electrones porque requiere un estado
vacio, mientras que G proporciona la propagacion de agujeros porque es proporcional al
nimero de electrones. De forma mads clara,

G2 (kK t— 1) = —i<G\ck( Yok (t )1@> z’<G\cke = ”cL|G> iBo(t—t')
(4.3.6)
Mediante la transformada de Fourier del dominio del tiempo al dominio de frecuencias

podemos obetener informacion sobre las energias posibles de una particula propagante.
Por ejemplo, el propagador del electrén en el dominio de frecuencias es,

Gy (ko,w) = —2mi [1 — np(&)] 6(& — w). 4.3.7)

El propagador correspondiente a r, el cual expresa la propagacion de la particula en el
espacio real estd dado por

Gg(r—1r'w) / d*k

— np(& 6ik-(rfr/) . — W
T = ()56 )

—271

sin(k,p) k2
kop

= dw)(1 —np())



4.3. SISTEMA DE ELECTRONES LIBRES

donde d(e) = m?3/? \/6/72 /2 es la densidad de estados por spin en tres dimensiones. La
propagacion del punto r’ a r de una particula con energia w es determinada por la densidad
de estados, d, la disponibilidad de un estado vacio (1 — np), la funcion de interferencia
sin(z)/z que da la amplitud de una onda esférica extendiéndose desde el punto r’.



Capitulo 5

Funciones de Green de tiempo
imaginario

Como se menciond en la seccién anterior, algunas propiedades importantes de los sis-
temas, como sus observables, se pueden obtener en forma de funciones de Green o se
pueden derivar a partir de éstas. En todas las situaciones se puede estudiar que las ob-
servables fisicas estan relacionadas con la funcidén de Green retardada, la cual se define
generalmente como

Glip(t,t) = —i0(t —t)([A(t), B{t)s.r)- (5.0.1)

Por ejemplo, tomese la defincién de la siguiente funcién de correlacion

Cap(t,1) = —(A(t)B(t)), (5.0.2)

cuya funcién retardada es CT* = i0(t — t')(Cap F Cpa). Por definicion,

Cap(tt) = —;Tr(eﬁHA(t)B(t’)). (5.0.3)

donde e P es la llamada matriz de densidad [6],

p=e P =3 |)e By, (5.0.4)

con e PE el factor de Boltzmann, 3 = 1/kgT y |v) son los estados base definidos por [6]

H|v) = E,|v). (5.0.5)
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Y de acuerdo a la fisica estadistica la probabilidad de encontrar a un sistema con un
energia especifica estd relacionada con la distribucion de Gibbs y donde los promedios
aparecen despues de normalizar con 1/Zy, = 1/Tr {e*f@HO] [6]. Ahora, si se supone que
el hamiltoniano es H = H, + V, donde V' es una perturbacion. Sabemos que la repre-
sentacion de interaccion proporciona una forma sistemadtica de expander en potencias de
V' como se hizo en la seccidn anterior. Podemos reescribir C' 45 en esta representacion de
interacciéon como

Caplt, 1) = —;Tr [ H100, ) AW BEDW,0)], (506

en donde, ademads, el operador U se puede expander como una exponencial de tiempo
ordenado. Entonces, la Ec. resulta en tres exponenciales de tiempo ordenado, las
cuales pueden ser acomodadas en una sola exponencial de tiempo ordenado. Sin embar-
g0, NOs encontramos con un problema pues la matriz de densidad e~? también deberia
expanderse en términos de la interaccion. Entonces este método no es satisfactorio por lo
que se debe buscar una alternativa y es usar tiempos imaginarios en lugar del tiempo real,
esto es sélo un truco matematico y no hace falta preguntar el sentido fisico pues no hay
ningun contenido fisico en esta transformacion. El uso del tiempo imaginario es que nos
permite hacer una conexion con la temperatura a través de la expresion f = —i7, como
se mostrard mas adelante.

Entonces, el operador de densidad, p = e ##/Z, y el operador de evolucién, U(t) =
e~ se pueden transformar a tiempos imaginarios pues son funciones exponenciales
del Hamiltoniano que resultan equivalentes de acuerdo a la idea de tiempo imaginario.
Se tiene que remplazar sus argumentos del tiempo por el tiempo imaginario, es decir,
t — —i7, donde 7 es real y tiene dimensiones de tiempo. Finalmente, esto nos dice que
ambos, U y p pueden ser tratados como solo una expansién en potencias de V. Una vez
que se simplifiquen los cédlculos se puede regresar al tiempo real.

En la representacion de Heisenberg el tiempo real debe sustituirse por 7. Entonces, defi-
nimos,

A(r) = e™ Ae™. (5.0.7)

En esta notacion, se debe usar las definiciones de tiempo imaginario cuando el argumento
temporal es una letra griega 7 y la definicién usual cuando el tiempo es escrito en letra
romana, es decir,

A(t) = e Ae~iH, (5.0.8)

Similar a la representacon de interaccién definida para tiempos reales, podemos definir la
representacion de interaccion para tiempos imaginarios como

A(r) = eTHo pemHo, (5.0.9)



Ahora bien, para presentar algunas propiedades del operador de evolucién temporal tome-
se el caso del producto de los operadores A(7)B(7’), en la representacion de interaccion
se expresan como

A(T)B(7") = U0, A(T)U(r,7)B(r"U(7',0), (5.0.10)
donde, el operador de evolucién temporal U en la representacion de interaccion es

U(r, ) = e7Ho (=)l g=1'Ho. (5.0.11)

donde se conserva las propiedades de grupo,

U(r,7™\U(", ") = U(r, 7). (5.0.12)

La derivada de la Ec.[5.0.11} con respecto a T es

0.U(r, ) = 0 Hy — H)e e e - V(U (), (5.0.13)

con la condicion de frontera U (7, 7) = I.

Integrando esta ecuacion diferencial obetenemos una ecuacién integral, que se puede re-
solver mediante iteraciones, en donde se tiene que tener un cuidado sobre el orden de los
operadores, por lo que se debe introducir un operador de orden temporal 7,

Ulr,r) = io;!(—l)”/;dﬁ---/;dmﬂ (V(r)-- V(7))
T.e

= [ dnv(n) (5.0.14)

Los operadores estdn ordenados tal que 7. (A(7)B(7’)) es igual que A(7)B(7’) para 7 >
7'y B(7')A(T) para 7’ > 7. Ahora bien, para el caso del operador de densidad, queremos
tratarlo en el formalismo de tiempo imaginario, por lo que combinando las Ec. y
obtenemos

B
B_ﬂH _ 6—5H0U(6’ O) — e-ﬁHoTT exp <_/ d71V(71)> . (5.0.15)
0

Consideremos ahora el valor de expectacién de tiempo ordenado de los operadores de la
Ec.[5.0.10

(T, A(T)B(T")) = ;Tr [eBHTTA(T)B(r’)} : (5.0.16)



5.1. DEFINICIONES DE LAS FUNCIONES DE GREEN DE MATSUBARA

Usando las Ec.[5.0.10]y [5.0.15] podemos expandir en potencias de V,

(T, A(T)B(7")) = ;Tr e P10 U(3,0)T, (U (0, ) A(T)U (7, 7)B(r)U (7', 0))] .
(5.0.17)

Esto se puede escribir en una forma mucho mas compacta tomando en cuenta las propie-
dades de 77 y la Ec.[5.0.12]

(TAR)B() = LT [T, U(3.0) A B()]| - ,
’ (5.0.18)
donde se ha usado que Z = Tr [e*ﬁH] =Tr {e*fjHOU(ﬁ, O)]

5.1. Definiciones de las funciones de Green de Matsubara

Una vez que hemos visto parte de la utilidad del tiempo imaginario debemos de relacionar
las funciones de correlacion escritas en tiempo imaginario y en tiempo real. Ahora bien,
las funciones de Green de tiempo imaginario también se les llama funciones de Green de
Matsubara y estan definidas como sigue

Cap(r, ") = —(T,(A(T)B(T))), (5.1.1)

donde se ha introducido el ordenamiento en el tiempo imaginario

T.(A(T)B(t") = 0(r — ) A(T)B(7") £ 0(7' — ) B(7') A(7) (5.1.2)

Donde + es para bosones y — para fermiones. De la definicion de la Ec. tres cosas
son claras. La primera, Cop(7,7’) es una funcion que depende solo de la diferencia del
tiempo, es decir, Cap(7,7') = Cap(7 — 7'). Esto se sigue de las propiedades ciclicas de
la traza. Tenemos para 7 > 7’

1 r ! !
CAB(77 7") = _ETI« _e_ﬁHeTHAe—THe’T HBe—r H}

1 r / ’

— Tyl BHTHTH go—TH 7 HB]
7 L
1 r ’ /

- = —BH (t—7')H —(r—7")H

= ZTr e e Ae B}

= Caplr — 1), (5.1.3)

y claro, lo mismo para 7/ > 7. En segundo lugar, la convergencia de Cap(7,7’) es garan-
tizada solo si —3 < 7 — 7/ < 3. En tercer lugar, tenemos la propiedad



5.2. TRANSFORMADA DE FOURIER

Cap(T) = £Cap(T + B) (5.1.4)

para 7 < 0, que se sigue de las propiedades ciclicas de la traza. La prueba es

1
Cap(t+8) = - {e_BHe(”B)HAe_(”B)HB}

1
= ——Tr [e"BHeTHeﬁHAe’THe’ﬁHB}
= ——Tr >e’5He’BHeTHAe’THe’BHB}
1 _
= ——-Tr eTHAe_THe_ﬁHB}
_ 1 (n» 7H 4 —7H —B8H
= —ZTr _Be Ae e }

Tr _eﬂHBeTHAe_TH}

1
Z
1 _
—ZTr G *BHBA(T)}
_ :I:;Tr (1T, (A(r)B)]
_ 4Cp(n) (5.1.5)

donde hemos usado la funcién de ordenamiento temporal para tiempo imaginario de la
Ec.[5.1.2]

5.2. Transformada de Fourier

Podemos encontrar la transformada de Fourier con respecto al argumento de "tiempo" 7
a partir de las propiedades anteriormente descritas, se puede tomar C4p(7) definida en el
intervalo —f3 < 7 < 3, y, como indica la teoria de las transformadas de Fourier, tenemos
series discretas de Fourier en ese intervalo dadas por

1 B8 .

Capln) = 3 /_ ﬁdTe”mT/BCAB(T), (5.2.1)
1=

Cap(t) = B Z e_mm—/ﬂcAB(n)- (5.2.2)

Sin embargo, por la propiedad de simetria de la Ec.[5.1.5] esto se puede simplificar como



5.2. TRANSFORMADA DE FOURIER

1 8 )
Cap(n) = 3 / dre™/0C 45 (r)
= / dre™ /BC 45 (7) / dre™ /8C 45 (7)
= 7/ dTei”"T/ﬁCAB (1) — f/ dTe””T/ﬂCAB(T)
= / dTe”””/ﬁCAB / drenm(T= /BCAB(T—B)
_ / dTeme/ﬁcAB / dTezmrT/B anCA (T_B)
= f/ dTe”mT/ﬁCAB(T) + feﬂ“"/ dTem’TT/ﬁCAB(T—ﬁ)
2 Jo 2 0
1 /8 ‘ 1 . B 4
= f/ dTe”"T/BCAB(T) + fe*“m/ dTem”T/ﬂCAB(T)
2 Jo 2 0

1 ) ) B )
= 5(H:e—“”) e i /O dre™™18C 4 5 (7) (5.2.3)

Pero por la férmula de Euler ¢™ = —1, obtenemos que para n par 1 — = (0, y para
n impar, 1 4+ e~""" = (. Para n no entero, entonces usamos la aproximacion

N r? 23 2t
e’ = 1+x+§+3 +E+ (5.2.4)
de tal forma que,
inm , n?r? indn?
e = 1—inm— 5 + a3 (5.2.5)

pero siendo n un nimero no entero, al tomar sus potencias tiende a cero, por lo que
podemos quedarnos en el primer término, de tal forma que 1 + ¢ =~ 2. Entonces
obtenemos

Cap(n / dre™ I8 45 (7), (5.2.6)

con n para para bosones y n impar para fermiones.

Podemos usar la notacion de las transformadas de Fourier de las funciones de Green de
Matsubara

B )
Capliv,) = /0 dre“nTCap(7) (5.2.7)



5.3. CONEXION ENTRE LAS FUNCIONES DE MATSUBARA Y FUNCIONES
RETARDADAS

2n+1 .
22” para bosones y w,, = % para fermiones.

La frecuencia variables w,, es denotada como una frecuencia de Matsubara. La informa-
cion sobre la temperatura estd contenida en las frecuencias de Matsubara a través de f3.

con w,, =

5.3. Conexion entre las funciones de Matsubara y funciones retarda-
das

En el dominio de frecuencias las funciones de Green de Matsubara son la mismas fun-
ciones analiticas que las funciones de Green de tiempo real. En otras palabras, existe una
funcion analitica C4p(2), donde z es un argumento de frecuencia compleja en el medio
plano superior, que es igual a C45(iw, ) en el eje imaginario y C¥5(w) en el eje real. Esto
significa que una vez que se tiene uno de los dos, el otro se sigue por una continuacién
analitica. Y dado que en muchos casos es mds fécil calcular la funcién de Matsubara,
Cap(iw,), este es un método poderoso para encontrar las correspondientes funciones re-
tardadas. De hecho la continuacién analitica apropiada es C5(w) = Cap(iw, — w+in),
donde 7 es un infinitesimal positivo.

De la representacién de Lehmann se obtuvo antes el resultado, Ec.[4.2.5]

1 (n|Aln') (0| B|n)
R oy +
Canlw) = Zzw+En—En:—i—i77

nn’

(e77Fn — (£)e7Fw) (5.3.1)

La funcién de Matsubara para 7 > 0,

1
Cap(T) = —ETr {e‘ﬁHeTHAe_THB}

1
=-7 Z ¢ PEn (n|A|n") (n/|B|n)eT(E”*E"’) (5.3.2)

nn’

Entonces,

; A WWn T 1 — / / - —E,

_ _; S - (n|Aln')(n'| B|n) (eiwngeﬁ(En—En/) _ 1)

nn' Z.Wn + En - En’
L sm, (2A[R) (0| Bn) -
— ﬁEn :t B(En En/) _ 1
Z%;e iwn + By — By (e )
_ 1 (fAp) (0| Bln)

=72 i+ B~ B (7% — (£)e ) (5.3.3)



5.4. PARTICULAS NO INTERACTUANTES

Entonces podemos ver que C4p(iw,) y CXp(w) coinciden y son casos especiales de la mis-
ma funcién, porque podemos generar ambas, C4p(iw,) y CEgz(w), a partir de la siguiente
funcidn, definida en todo el plano complejo excepto por el eje real

1  (n|A|n')(n'|B|n)
CAB(Z):EE c+ E,+E,

nn

(7B — () Ew) (5.3.4)

Esta funcion es analitica en el medio plano superior e inferior, pero tiene una serie de polos
en E,, — I, en el eje real. De acuerdo con la teoria de funciones analiticas: si dos funcio-
nes coinciden en un conjunto infinito de puntos entonces son funciones completamente
idénticas dentro de un dominio en donde al menos una de ellas es una funcién analiti-
ca y, mds aun, hay solo una funcién comin. Esto significa que si conocemos Cp(iw,)
entonces podemos encontrar C5;(w) haciendo una continuacién analitica:

Chp(w) = Capliw, — w + in). (5.3.5)

En resumen, usando la representacion de Lehmann podemos mostrar que existe una fun-
cién C4p(2) la cual es analitica para z no puramente real y la cual coincide con la funcién
de Matsubara, es decir, Cop(z = iw,) = Cap(iw,). En el eje real que viene de arriba de
esta funcion es identica a la funcién retardada, es decir, C4p(z = w +i0") = CEz(w).

5.3.1. Funciones avanzadas

La funcién C4p(2) es analitica para todo z lejos del eje real. Entonces en lugar de una
continuacion en el medio plano superior, podemos hacer lo mismo en el medio plano
inferior 1w, — 2z — w — 7, que da a las llamadas funciones de Green avanzadas,

Cip(w) = Capliw, — w —1in). (5.3.6)

Las funciones de Green avanzadas en el dominio del tiempo se definen como

Cip(t, ") =it — t)([A(t), B(t'))5,F)- (5.3.7)

5.4. Particulas no interactuantes

La funcion de Green de una sola particula G, se define como



5.4. PARTICULAS NO INTERACTUANTES

G(ror,v'o't") = —(T, (‘Ilo(r, )W

qQ —+

(r, 7'/)) ), espacioreal, (5.4.1)

Gvr, V') = (T, (CV(T)CJL/ (T’))), representacion {v}. (5.4.2)

Ahora, supongase que el Hamiltoniano es diagonal en los nimeros cudnticos ¥ como en
el caso de los electrones libres tratado en el Capitulo

Ho=> &cley, (5.4.3)

tal que

THOCU —71Hy

c(T)=¢ e =e %7¢, (1) = eTHocl emmHo — 67T (5.4.4)

lo cual da

Go(v, ™ = 7') = —(T; (cu(T)ch(7))
= —0(r — 7){e, (1)l (7)) — (F)O(T" = T){cl(1)en (7))
= — [0(r = ™) (euch) (2)0(F — 7){che,)] e, (5.4.5)

v

Para fermiones,

Gor(v, 7 —7) = —[0(r — 7)1 —np(&,)) —0(' — T)np(E)] e ) (5.4.6)

mientras que para bosones

Gop(v, 7 —7) = —[0(1 — 7)1 +np(&)) + (7' — T)np(€,)] e ) (5.4.7)

En la representacion de frecuencias,

; p iknT
Go.r (v, iky) = /O dre* G, (v, 1), kn= 20+ V)8

= [Mare® (07— 7)1~ np(6) ~ 6~ TIne(6)] e 0 )



5.4. PARTICULAS NO INTERACTUANTES

En el rango [0, 3] se satisface 7 — 7/ < [3, entonces

Go.r(v,iky,) / dre ™ (—(1 — np(£,))) e =)

= —(1-nr(&) /0 drettn =6

L )

ik — &,
_ _w (esenin—es _ q)

pero (6_5”5 + 1) = (1 —nr(&))"!, entonces

1
1k, — &,

Go,r(v,iky,) = (5.4.8)

Y de forma similar para el caso de los bosones,

B
Go,p(V;iqn) = /0 dre" " Gy s(v,7), g, = 2n7/p

— (1 (&) [ drerets

_a * "f(;:)) (cmfeees — 1)
1

= 5.4.9

porque e9® =1y 1 +npg(E) = —(e P —1)7L.

La funcién retardada de Green para particulas libres, fermiones y bosones, es

1



Capitulo 6

Diagramas de Feynmann

Los diagramas de Feynmann son una representacion matemdtica exacta de la teoria de
perturbaciones de orden infinito. Y es una forma pictdrica de representar expresiones
complicadas para encontrar un sigificado fisico. Partiendo de la Ec. [5.4.10] podemos usar
una representacion de interaccion modificada donde el nimero de particulas es variable,
por lo tanto la energiaes K = H — u/N, donde H = H, + H; es el hamiltoniano total, p
es el potencial quimico y N es el operador de nimero. Entonces, para un operador O, el
promedio estadistico es

(O) = Tr(pcO) (6.0.1)

donde pe = e(*~%)8 es la matriz de densidad en el ensamble gran candnico, y con {2 =
Tr(K)y ¥ = % con Z la funcion de particion. En la representacion de Heisenberg:
O(1) = eX70eX7. En la representacién de interaccion: O;(1) = eX07Qe Ko7 Y el
cambio de base entre las dos representaciones esta dado por

O(1) = fTe 57O (1) eS0T KT

=U(0,7)Or(T)U(T,0) (6.0.2)

con

U(Ty, 1) = efflome Kn—m)=Kom (6.0.3)

Hay que notar que aunque U/ no es unitario, satisface las propiedades de grupo

U(T1, T2)U(T2, T3) = U(T1, T3) (6.0.4)
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con la condicion de contorno U(7y, 71) = |. Por otra parte, la derivada temporal de U es,

a / ’
S U(TT) = 0T (Ky — K)e K= e~ Kor
.

= BT (Ko — K)e  U(T,7')
= —Ki(r)U(r,7), (6.0.5)

siendo K (7) el término de interaccién, K = K, + K, escrito en la representacién de
interaccién modificada, es decir, K (1) = efom [ e Ko™ Dela Seccién se obtuvo como
resultado que la ecuacidon de Schrodinger tiene como solucion la serie de Dyson, que en
el caso de U es,

(=n"

n!

Ur ) =Y / dr - - - / AT (Ko (1) .. K1 ()] - (6.0.6)
0 T T

De la Ec.[6.0.3] podemos conseguir

e KT = e KoY (7,0). (6.0.7)

Sise toma 7 = [3, entonces la Ec. proporciona una forma de expandir la gran funcién
de particion

e P = Tre PK

= Tr [e-72(8,0)]

_ i_o: (—1!)” /0/3 dr - - - /05 dr, Tr {e PR, [Ky(r) -+ - K (7))} 6.0.8)

n

Ahora bien, la funcién de Green se puede reescribir en la representacion de interaccion,
: /
sSiT>T

Gapkr ') = —eP Ty [e_BK\I/KA(kJT)\I/}(B(k,T,)}
= =" Tr [ePKU(B, 0) [U(0, )W 14 (k7)U(T, 0)] (U0, 7) W} 5 (K7 (', 0)] |

—Tr [ PKoU(B, )0 (kT U7, 7' )W) (KT U (7, 0)]

77—
Tr [ PKold (5, 0)] (©0:9)




Y de forma similar para 7 < 7/, se logra

FTr [ PKU GG (KT U (7, 7) U 4 (kT)U (T, 0)]

Gap(kt, K'7') = 6.0.10
k) Te o704 (5,0)] (e010
Combinando estas dos ultimas expresiones obtenemos
/! —BK - -1 p p
Gaplkr, k') = =T #5032 (<1)"(u) ™ [“drpe-e [ an T [Ki(m). ..
n=0 0 0
K (1)U 4 (k)L (K7
1(7) WA (k)W 5 (k7] } 601D

Tr {50 5202 o (= 1) (n) = J dry - J A T [Ka (1) -+ Ko (7))}

Ahora bien queremos, podemos usar una notaciéon mas corta para los pardmetros de los
operadores, a = A, k, 7y b= B, k', 7/, por lo tanto

U(B,0)T; [C1(a)C] (b)) )o
U(B.0))o
— 5o (=1) ()7t drie - A (T (K (1) - Ko (7)Cr(@)CHB) )

0
= 6.0.12
= D () dm - I dm T (K () - K (7)o (€012

G(a,b) = —

Queremos calcular (), y para esto se usard el teorema de Wick.

Teorema de Wick 1 Definimos los operadores en la representacion de momento escitos
en la representacion de interaccion, A, B, C, ..., F, los cuales pueden ser operadores de
aniquilacion ar(k, ) u operadores de creacion a'(k, 7).Entonces:

(A,B,C,....F)o={(A-B-C...F)g+(A-BC-...F)g+---+(A-BC...F-)

donde A - B- = (T,au(AB))g es la contraccion de A 'y B.

Y dado el nimero de operadores, el teorema de Wick puede usarse continuamente con-
trayendo todos los operaodres y se puede sumar todas las posibles contracciones. Las
contracciones entre dos operadores del mismo tipo (aniquilacién o creacion) siempre da
cero, y la funcién de Green no interactuante es

Gk, K'7') = —(T; (ca(kr)ch(K'7)))o
= —ca(kT) - (k')

= —Sapoppclkr) -l (kT) - (6.0.13)



Ahora bien, la Ec. [ puede ser calculada y visualizada mediante los diagramas de Feyn-
man. Las reglas de Feynman para la funcién de Green son:

1.
2.

Dibujar todos los diagramas conectados distintos

Asignar una direccién, momento y una frecuencia de Matsubara discreta para cada
linea de particula y asegurarse de que estas cantidades se conservan en cada vértice

. Asignar un factor de G% 5z (k, in,) = % para cada linea de particula

)

. Asignar un factor del factor de interaccién Us a todas las lineas de interaccion de

dos particulas y {4, a cada vértice de una particula

. Seguir la direccion del diagrama escribiendo todos los factores que encuentres de

derecha a izquierda

. Integrar sobre todos los momentos independientes con factores de normalizacién y

sumar todas las frecuencias de Matsubara internas independientes

. Multiplicar con (—3) " (—1)¥, donde n es el orden del término y F es el nimero de

bucles cerrados de fermiones. Cada vez que una linea de particulas se cierra sobre si
misma o se une a la misma linea de interaccidn, insertar un factor de convergencia
de ™% con o = 0T

En el siguiente Capitulo se detallara el uso de los diagramas de Feynmann.



Capitulo 7

Excitones-polaritones

7.1. Excitones

Los excitones son cuasiparticulas compuestas por un estado ligado de un electrén en la
banda de conduccion y un agujero en la banda de valencia de un semiconductor [1]]. Cuan-
do éstos se encuentran a bajas densidades entonces se pueden describir mediante la esta-
distica de Bose. Ademas, la interaccion entre excitones es de contacto. Al ocurrir un aco-
plamiento fuerte de los excitones del semiconductor con los fotones de la microcavidad
entonces se da origen a unas nuevas cuasiparticulas, las cuales se les llama excitones-
polaritones o solo polaritones [2, 3, 4} S]. Estas nuevas cuasiparticulas son la mezcla de
luz y materia [2].

El Hamiltoniano que describe el sistema de excitones-polaritones sin componentes mate-
riales es

0 =3 [e,gabag + €, blbp + Q (bhag + alby)] - (7.1.1)
P

donde ¢, es la energia de los fotones sin interaccion con la materia y €, es la energia de
los excitones.

Si diagonalizamos el Hamiltoniano sin interacciones se puede obtener la dispersion de los
polaritones. Esto se puede llevar a cabo con una matriz de transformacion, para obtener
los operadores antiguos en términos de los nuevos operadores de creacion y aniquilacion,
es decir, usando la siguiente transformacién

[ s [ 712
~Sp Cr) |Uz] h

Bt

S
el

donde, C}; y S son los coeficientes de Hopfield. Los cuales son

48



7.1. EXCITONES

2_1 5k 2 1 2
Ci=35 1+\/m ., Si=1-Cf (7.1.3)

con 0, = €. — €}, la desintonizacién y (2 la fuerza de acoplamiento del excitén con el
fotén.

Entonces el Hamiltoniano puede ser escrito como

Ck —Sk €x.k Q Ck Sk _L
H=> (L, U]) (7.1.4)
k Se Cr | | ecn] [ Ck| (U
Ck —Sk Ok€$ k — SkQ Ském kTt OkQ_ Lk
= > (LL tf) | ’
k Sy Cy Cr€d — Skec S+ CkGC,k_ Uk
2 2 2 2
_ Z (LL Uli) CkEx,k - 225ka92—|— SkEC,k Skckﬁjk -+ Ck:Q — SkQ — ‘jkckec,k Ly
% SiCrex g — i+ Cf — SpCreéc Sii€z i +25,CQ + Cliecp Ux

Tomando S? =1 — C%,

donde los coeficientes estan dados por
o = Clep—2/1-C2O0+ (1 - ey
b = /1= C2Chers+ CI0Q — (1 = CHQ — /1 — C2Checs
c = 1 =CCrepp — (1 =CHQ+ CF — /1 — C3Cécn

d = (1—Cews +2¢/1 — C2CLQ+ Chec .

Sustituyendo cada entrada por el correspondiente valor del coeficiente de Hopfield, obte-
nemos

LP
0
mo= S )| ][] = D et v,
k k k

UP,LP
donde ¢, " =

(265 + 6 = /62 + 402).

DN | —




7.1. EXCITONES

En lo que sigue se mostrara el uso de la funcién de Green para la obtencion de la dispersion
de los polaritones, se quiere obtener el mismo resultado que se consiguié en términos del
Hamiltoniano. Primeramente considérese la funcién de Green

(7.1.5)
ch<k7 Znn) Gcc(ka Z77n)

G(kvinn) = (

donde cada entrada corresponde a las funciones de Green G 4(k, i77,) con momento k y
una frecuencia de Matsubara i7,,, para el fotén y el exciton. Las funciones de Green no
interactuantes son

GO (k,in,) = ——, (7.1.6)
UMn — €k
0 o 1
Gop(k,iny) = ———, (7.1.7)
Un — €z k
G (k,in,) = G2 (k, in,) =0, (7.1.8)

tal como se mostré en la Seccién[5] De tal forma que

1
GOk, ) = | I T Cok ) : (7.1.9)
inn — €k
La luz y la materia estdn acopladas por el pardmetro {2 como se muestra en las Ecs. y
dela Seccic’)n Este pardmetro constituye un vértice. Ahora se tiene que encontrar la
matriz de energia propia. Los términos de la diagonal serdn cero porque no se consideran

interacciones de fotones o excitones. Fuera de la diagonal hay contribucién no nula a la
energia propia debido a la interaccion, por lo tanto habra un vértice.

La matriz de la energia propia [7] es

0 Q
Sk, mn) = (Q o) . (7.1.10)

Entonces, la inversa total de la funcién de Green es

(7.1.11)

Ny, — € -0
Gk, inn) "t = Golk, i)t — Sk, mn) = ( T T Cak ) .

—Q WMn — €cke
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Figura 7.1: Energia propia del fot6n y del excitén [12]].

De acuerdo a los resultados de la Seccién [5], podemos hacer una continuacién analitica
in, — n +i07. La funcién de Green es entonces

G(k, i) ! o ek 8 (7.1.12)
’Z n) — . S N
K (N — €xp) (M — €cp) — 22 Q Nn — €k

Y sabemos de la Seccion [5que las soluciones estdn dadas por los polos de la funcién de
Green, es decir,

(N — €an) (N — €cp) — Q> = 0 (7.1.13)

por lo que podemos resolver para 7,

1

n= 5 (Gc,k + €x.k + \/(Ec,k - €$,k)2 + 4Q2> s (7114)

que es justo el resultado que se obtuvo mediante la aproximacion Hamiltoniana.

Como podemos ver el método de la funcién de Green es una herramienta muy {itil para la
obtencidn directa de soluciones.



Conclusiones

Como se ha visto la segunda cuantizacién permite la descripcion de sistemas de muchos
cuerpos dado que los dos operadores fundamentales de esta representacién, ¢ y ¢/ son
tratados como la sustraccion y adicidn, respectivamente, de particulas al sistema, y se
conserva el dlgebra como en la primera cuantizacion. Mientras que el método de la fun-
cién de Green es una herramienta con gran capacidad para resolver distintos problemas.
En el caso especifico que se pretendia resolver en estas notas: la dispersion de excitones-
polaritones, se vi6 la gran ventaja al ser un método directo en comparacién con la apro-
ximacioén Hamiltoniana. Finalmente, la teoria cudntica de campos ha permitido enfocarse
en solo los elementos de matriz que interesan del sistema y no con una funcién de onda
de N particulas.
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Apéndice A
Divertimentos de Fisica Teorica

Como parte de las actividades del servicio social colaboré en el disefio de una estrategia
para la emisién en vivo a través de redes sociales de los seminarios del Area de Fisica
Tedrica del Departamento de Fisica de la UAM-I, los Divertimentos de Fisica. A conti-
nuacion se describirdn los procedimientos para llevar a cabo la realizacion de una emision
en vivo por la red social Facebook y se describiré el proceso para la creacion del contenido
que forma parte del streaming..

A.1. Hardware

Deseablemente se requieren dos equipos con las siguientes caracteristicas:
1. Procesador Intel i5 o superior o Ryzen 5 o superior
2. tarjeta gréifica dedicada
3. RAM 16 Gb
4. 2 puertos USB
5. conexién thunderbolt
Adicionalmente,
1. 1 capturadora de video
2. 1 cable HDMI
3. 1 interfaz de audio (plug and play)
4

. cable auxiliar plug 3.5 mm a plug 6.3 mm

A.2. Software

Se pueden usar los programas alternativos de distribucion libre.
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A.2. SOFTWARE

Ajustes de composicién X

Figura A.1: Creacion de una composicion en After Effects.

1. After Effects
Photoshop
OBS Studio

Zoom Meet

AR

Google Chrome

A.2.1. Lower Thirds e intro

Los lower thirds son animaciones cortas que se usan generalmente para mostrar titulos.
Para realizar los lower thirds correspondientes al nombre de cada participante y el tema
se hace uso de After Effects.

Se crea una nueva composicion de un lienzo de 1280 x 720 mpx a 30 fps como se muestra
en la Figura[A.T] Para exportar el proyecto se afiade a la cola de procesamiento. E1 médulo
de salida se configura con el formato: Quicktime. Y canales: RGB + alfa como se muestra

en la Figura[A.2]

El intro se hace en After Effects con un tamafio de lienzo de 1280 x 720 mpx y su expor-
tacion puede ser en formato .avi.

Los lower thirds bésicos son:
1. Tema (Figura[A.3)
2. Ponente (Figura[A.4)
3. Presentador 1

4. Presentador 2



A.2. SOFTWARE

Ajustes del maédulo de salida *

Opciones principales

Figura A.2: Formato de exportacion en After Effects.

5. Facebook (Figura[A.3)

Las Figuras[A.3|y[A.4 muestran la diferencia del tipo de exportancién. En la Figura[A.3|se
export6 en formado Quicktime y RGB. En la Figura[A.4]se export6 en formato Quicktime
y RGB + alfa. Si bien en OBS Studio se puede corregir el lower third correspondiente
a la Figura [A.3] lo deseable es hacerlo desde origen para evitar mds procesamientos al
momento de transmitir.

A.2.2. Cortinillas

Las cortinillas son animaciones cortas o imdgenes que permiten mostrar la informacién
relevante del evento. Tienen una funcién importante al poder colocarse en primer plano
en cada composicion como se detallard mds adelante. Las cortinillas animadas se pueden
realizar en After Effects. O bien sin animacién en Photoshop con un tamafio de lienzo de
1280 x 720 mpx. Hay 3 cortinillas basicas para cada divertimento:

1. “Estamos por iniciar"(Figura[A.6)
2. “iGracias por habernos acompaiiado!"(Figura[A.7)

3. Solo tema y ponente (Figura[A.8)
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Teoria de ondas de espin

Figura A.3: Lower third: Tema del Divertimento.

Miguel Angel Bastarrachea Magnani

Depto. de Fisica Tedrica UAM-I

Figura A.4: Lower third: Ponente.
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0 Fisica Teérica UAM-I

Figura A.5: Lower third: Facebook.

Departamento c% Fisica
deFisica b Tedrica

Teoria de ondas de espin

Miguel Angel Bastarrachea Magnani - UAM

Estamos por iniciar

Figura A.6: Cortinilla .*tamos por iniciar".

Departamento m Fisica
deFisica S b Teorica

Teoria de ondas de espin

Miguel Angel Bastarrachea Magnani - UAM

iGracias por habernos acompanado!

Figura A.7: Cortinilla "{Gracias por habernos acompanado!".
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Departgm.ento Fl'§i(.:a
deFisica T Teorica

Teoria de ondas de espin

Miguel Angel Bastarrachea Magnani - UAM

Figura A.8: Cortinilla "j{Gracias por habernos acompafado!".

A.2.3. Plantillas

Las plantillas son imdgenes perforadas que permiten estandarizar la composicion de las
emisiones. Las plantillas basicas para los Divertimentos deben estar en formato .png y son
las siguientes:

1. 2 presentadores: para tener a dos presentadores principales. (Figura[A.9)

2. 3 participantes: Esta plantilla estd disefiada para tener a los dos presentadores prin-
cipales (columna) y el ponente (izquierda ). (Figura[A.10)

3. Ponente: para el ponente o para el caso en el que haya un solo presentador. (Figura

A.TT)

4. Ponente + PPT: Esta plantilla estd disefiada en picture-in-picture. El recuadro ma-
yor corresponde al espacio para la presentacion del ponente y el recuadro menor
corresponde a la imagen del ponente. (Figura[A.12)

5. PPT: En esta plantilla se coloca la presentacién del ponente. (Figura[A.13)

Las plantillas “Ponente + PPTz “PPT"pueden estar sujetas a cambio de acuerdo al tipo
de archivo que el ponente comparta, por lo que se sugiere investigar primeramente para
obtener las dimensiones correctas.

A.3. Procedimiento

Como se menciond anteriormente, lo deseable es tener al menos dos equipos. A continua-
cidn se describird el procedimiento considerando el uso de dos equipos y el uso de un solo
equipo.
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Departamento M TFl’F,’i(,Ia
deFjisica ] edrica

]

Figura A.9: Plantilla para 2 presentadores.

Departamento CM TF|’§i(.:a
deFjisica e edrica
é )
\. y.
é A
\ y

Figura A.10: Plantilla para tres participantes, de los cuales, 2 son presentadores (columna)
y el ponente (izquierda).

Departamento M Fisica
deFisica s Teorica

Figura A.11: Plantilla para un solo presentador o para el ponente.
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Departgm.ento AN Fl'§i(;a
deFisica A Tedrica

~

Figura A.12: Plantilla picture-in-picture para el ponente y su presentacion.

Departamento

deFisica

~

—

Figura A.13: Plantilla para la presentacion del ponente.
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VDO.Ninja Control center for room: DIV

B Guests hear others

I
i

hitps:/fvdo.ninja/?view=afJBkO9w&scene&r

R copy solo link

Figura A.14: Invitado en OBS Ninja.

A.3.1. Usando dos equipos

El primer equipo se llamard A y el segundo equipo se llamard B. Ambos equipos deben
estar conectados a internet por medio de cable para mantener la estabilidad de la sefial.

En A se tendrd abierta la sesién de Zoom con el ponente compartiendo pantalla y se ancla-
rd al ponente en vista side-by-side para poder ajustar el tamafio de la pantalla compartida.
Por medio de un cable HDMI se sacara la imagen de A y se conectard a B a través de una
capturadora de video. El audio se sacard de A por medio de un cable plug 3.5 mm a 6.3
mm que se conectard a B mediante una interfaz de audio.

Ademads, en A se abrird en Google Chrome una sesién de OBS Ninja con Create a Room 'y
el enlace de la reunion se le dard a los presentadores principales. Una vez que los presen-
tadores principales se conecten a la sesion de OBS Ninja (puede ser por celular) aparecera
en la sesion un recuadro como el que se muestra en la Figura Aparecerd un recua-
dro por cada presentador. En la parte inferior de cada recuadro hay un /ink que se debera
colocar en OBS Studio. Posteriormente se describird como hacerlo. Se asume que los
presentadores estardn simultdneamente conectados a la sesidon de Zoom con micréfonos
abiertos.

En B se abrird OBS Studio y se creardn 10 escenas:

1. Cortinilla emergencia: Esta cortinilla corresponde a la Figura [A.§] Dentro de la
escena debe estar la cortinilla y la captura de audio de la interfaz. Su funcién es
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poder colocarla y seguir escuchando a los presentadores o ponentes atn si su imagen
estd congelada u ocurre algtin percance en A.

2. .Ptamos por iniciar": En esta escena se introduce la cortinilla correspondiente a la
Figura[A.6]y la musica de espera.

3. Intro: En esta escena solo va el video de introduccion, puede ser con la propiedad
de bucle si se desea que se reproduzca automdticamente cada que finalice.

4. 2 presentadores: Se colocard la captura de entrada de audio correspondiente a la
interfaz que viene de A; se afiadird un navegador (Figura ??) para cada presentador,
en la linea de URL se colocard el link que se obtiene a partir de OBS Ninja del
equipo A, las dimensiones deben ser de 1280 de ancho y 720 de alto, se seleccionard
controlar audio via OBS'y se eliminara el texto en CSS personalizado; se anadird la
plantilla para 2 presentadores y se ajustard el tamafio de los navegadores de acuerdo
a la plantilla; se afadird los lower thirds correspondientes a los presentadores, el
tema y Facebook, se les puede colocar con la propiedad de bucle.

5. 3 participantes: La escena se creard de forma similar a la escena anterior, pero en
este caso de anadird un dispositivo de captura de video y se elegira al correspon-
diente de la capturadora que viene de A y se ajustard al tamafio de la plantilla. Y se
afadira el lower third del ponente.

6. Ponente + PPT: En esta escena se tendran dos dispositivos de captura de video
uno seré para la pantalla compartida del presentador y se ajustard a la plantilla y la
otra corresponde a la imagen del presentador. De la misma forma que las escenas
anteriores, se tendran los lower thirds de tema, presentador y Facebook, asi como
el dispositivo de captura de audio.

7. PPT: Esta escena se compone de forma similar a la anterior.
8. Ponente: Esta escena se compone de forma similar a la anterior.

9. Salida: Esta escena se compone de la cortinilla “jGracias por habernos acompafiado!z
la musica de espera.

En el panel de mezclador de audio aparecerdn, conforme pase cada escena, los dispo-
sitivos de audio y los archivos con audio. Se dard clic en cualquiera de los engranes y
se desplegard un mendu, se seleccionard propiedades de audio avanzadas y se abrird una
ventana donde se veran todos los dispositivos de audio conectados. Se deseleccionard el
recuadro sélo fuentes activas 'y se cambiard la monitorizacion de audio de cada elemento
a monitorizacion y salida. Es importante silenciar el dispositivo Mic/Aux que generalmen-
te corresponde al micréfono interno de B. Asi como Audio del escritorio para evitar que
ruidos ajenos puedan escucharse en la transmision.

En B se abrira una pestafia de Google Chrome con un speedtester para saber a que tasa de
bits se subird la transmisién. Suponiendo que el internet es muy bueno de subida entonces
la transmision se puede sacar a 4000 Kbps. En otra pestafia se abrird Facebook y en Live
Producer estara la configuracion del software de streaming. En OBS Studio se abrira la
ventana de ajuste y en la seccidon de emision, en la linea de servidor se colocard la URL
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Figura A.15: Creacion de un navegador en OBS Ninja

del servidor que se obtiene del Live Producer, y en la linea de clave de transmision se
colocard la clave de stream.

A.3.2. Prosy contras

El uso de al menos dos equipos permité que B no se sature, ademds de que se tiene mds
control sobre la sesién de Zoom, asi como de los participantes y se puede controlar el
audio via la interfaz de audio.

Sin embargo, requiere un mayor uso de dispositivos y de personal.

A.3.3. Usando un sélo equipo

El procedimiento es similar al anterior, con la excepcién de que no se elegira dispositivo
de captura de video ni captura de entrada de audio, sino que se elegird captura de ven-
tana y se seleccionard la correspondiente a Zoom Meeting y no se silenciara el audio del
escritorio.

Pros y contras

Para este caso s6lo es necesaria una persona, sin embargo implica mds riesgos. Si la
computadora no cuenta con un buen procesador, entonces la transmision podria trabarse
continuamente al reproducir videos o lower thirds. Hay complicaciones en el audio porque
cualquier sonido del escritorio puede escucharse en la transmision. Si el ponente apaga o
prende su cdmara sin previo aviso es mds dificil controlarlo, asi como si comparte o deja
de compartir pantalla.
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A4.

A4.1.

Problemas mas comunes

Audio

En el caso de dos equipos

1.

En A no se ha seleccionado la salida de audio de Zoom a la interfaz. Solucién: En el
caso de Mac se debe ir a ajustes — sonido y en entrada y salida se debe seleccionar
la interfaz de audio. En el caso de Windows se debe seleccionar la interfaz de audio
como speaker. Y en ambos casos, en Zoom se debe ir a ajustes (en el icono de
micréfono) y seleccionar la interfaz de audio.

En B no se ha seleccionado correctamente el dispositivo de captura de audio. So-
lucién: Asegurarse de seleccionar los dispositivos correctos, etiquetarlos o renom-
brarlos si es necesario.

. La interfaz no es plug and play y A no reconoce a la interfaz. Solucion: Se deben

instalar los controladores.

Algun cable estd mal conectado. Solucién: Verificar que el audio de A llega a la
interfaz y posteriormente verificar que de la interfaz llega a B.

OBS Studio no reconoce el dispositivo de captura de audio. Solucién: Cambiar la
interfaz de puerto USB, reiniciar OBS Studio o reiniciar la computadora.

En OBS Studio no se ha activado la monitorizacion y salida. Solucion: Si en el
mezclador de audio se ve que hay un audio en directo pero en la transmisién no
se escucha es porque probablemente no se ha seleccionado la salida de audio. So-
lucion: Ir a propiedades avanzadas de audio, deseleccionar la casilla "solo fuentes
activaszc verificar que cada entrada de audio tiene seleccionado la "monitorizacién
y salida".

El audio se escucha entrecortado. Solucién: desconectar y conectar la interfaz de
audio.

En el caso de un equipo

1.

No se ha seleccionado la monitorizacion y salida. Solucién: Lo mismo que en el
caso anterior.

Hay ruido ambiental. Solucién: Puede deberse a que se estd capturando el micro-
fono interno de B. En ese caso se puede cancelar el audio del micr6fono interno.

. El presentador que hace uso de OBS Studio no se escucha en la transmision. Solu-

cidn, deberd activar el microéfono interno de la computadora.

Hay retroalimentacion. Solucién: Se deberd verificar cuales son las fuentes activas y
procurar que no haya fuentes que se repitan. Para cada escena se puede seleccionar
isar existentes"para evitar duplicar audios.
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A.4.2. Stream

De forma mds general, uno de los problemas mas comunes es que la tranmision se pausa
continuamente. En este caso se debera verificar que la tasa de bits no es demasiado alto
en comparacion con lo que el internet de subida puede dar.

Otro problema comun es que la transmisién se pause por unos minutos. En este caso se
deberd verificar que no se estan subiendo archivos con la misma red. Por ejemplo, que una
persona suba una foto o pdf a drive si estd conectado en la misma red que la computadora
que esta haciendo el streaming.

Ademads, se recomienda nunca hacer un speedtest mientras haya una transmision en curso.

Para el caso de un equipo, puede ocurrir que la transmision se vea pausada si la compu-
tadora tiene muchas tareas en proceso. También puede ocurrir que la imagen se quede
congelada mientras que el audio se sigue escuchando, o que no haya ni imagen ni audio.
En este caso se recomienda no hacer uso de archivos multimedia y tener sélo abiertos los
programas mds indispensables.
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