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I EXCITONES-POLARITONES

I. EXCITONES-POLARITONES

Los excitones son excitaciones electrónicas de grupos y sólidos dieléctricos que juegan una

regla crucial en la respuesta óptica de estos materiales. Estas excitaciones electrónicas representan

pares ligados de electrones y huecos (véase Fig. 1), que pueden generarse por absorción de luz o

por relajación de electrones libres y huecos después de un bombeo óptico o eléctrico [1].

Figura 1: Generalmente, en un semiconductor la formación de un excitón ocurre cuando un elec-

trón que se encuentra ubicado dentro la Banda de Valencia (BV) se excita a la Banda de Conduc-

ción (BC), dejando tras de si un hueco con carga positiva, la cual interacciona con la carga del

electrón atrayéndolo a través de la fuerza de Coulomb, de esta manera quedando ligados uno con

el otro [2].

Durante las últimas décadas los físicos que se dedican a trabajar con el área de materia con-

densada han realizado numerosos estudios que involucran a los excitones en el estado de conden-

sación de Bose-Einstein (BEC, por sus siglas en inglés). Gracias a estos estudios se descubrieron

nuevas cuasipartículas llamadas excitones-polaritones o simplemente polaritones. Los excitones-

polaritones son en parte materia y en parte luz [3, 4] y se forman cuando excitaciones electrónicas

se mezclan fuertemente con la radiación electromagnética, a lo que se le conoce como acopla-

miento fuerte de luz-materia [5, 6]. Cabe resaltar que para poder lograr este régimen, la fuerza de

acoplamiento se aumenta hasta el punto en que la tasa de intercambio coherente de energía entre

la luz y la materia es más alta que sus tasas de disipación [7]. Por otro lado, los niveles de energía

responsables de la emisión también se alterarán [8]. En otras palabras, en este acoplamiento de

luz-materia la energía es bastante grande en comparación a varias escalas energéticas del sistema,
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I EXCITONES-POLARITONES

incluyendo la térmica. En consecuencia, los modos normales del sistema no son excitaciones

separadas, si no que son híbridas En una geometría confinada, como una microcavidad óptica,

los polaritones heredan la pequeña masa efectiva del fotón confinado [6], además de tener una

temperatura crítica de condensación cercana a la temperatura ambiente [2]. Mientras que de su

constituyente de materia, heredan la posibilidad de tener interacciones entre sí, lo cual no sucede

con los fotones en el vacío. Así, en la aproximación más simple, los polaritones se comportan

como un gas de cuasipartículas bosónicas que interactúan con una pequeña masa efectiva [9].

Figura 2: Esquema comparativo de los radios de los excitones-polaritones de Wannier-Mott b) y

de Frenkel c) con el átomo de Hidrógeno a).

Algo importante a resaltar es que para semiconductores inorgánicos no se tiene el mismo tipo

de excitón-polaritón que en semiconductores orgánicos [10]. En los semiconductores inorgánicos

tenemos excitones de Wannier-Mott [11] que se pueden aproximar a partículas de carácter bosoni-

co a bajas densidades. Mientras que en los semiconductores orgánicos encontraremos excitones-

polaritones de Frenkel [12]. La principal diferencia entre estas clase de excitones-polaritones ra-

dica en la separación típica entre el electrón y el hueco. Esta separación estará dada a partir del

radio de Bohr a0 y de esta manera los excitones-polaritones se asemejarán a un átomo de hidró-

geno, pero con la diferencia de que la energía de ligadura es mayor en el átomo de hidrógeno la

cual es de 13.6eV. En un excitón de Wannier-Mott se tendrá un radio de Bohr, relacionado con el

movimiento relativo del electrón y el hueco, con una energía de enlace pequeña aproximadamente

de 1meV [10, 13]. Mientras que para un excitón de Frenkel se tendrá un radio mucho menor que
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I EXCITONES-POLARITONES

el radio de Bohr, prácticamente cero, con una energía de enlace mayor, aproximadamente de 1

eV [10]. Físicamente, la distinción se origina en la competencia entre dos escalas de energía: el

acoplamiento electrón-hueco y las tasas de salto de electrones y huecos entre diferentes moléculas

o átomos [14] (vease la Fig. 2).

La naturaleza híbrida de los excitones-polaritones es de gran interés en diversas aplicaciones,

por ejemplo en la creación de láseres [15]. El hecho de que sean mitad luz permite que los lá-

seres polaritónicos sean prometedores como nuevas fuentes de luz coherente y no clásica con un

umbral de energía extremadamente bajo. Mientras que gracias a su mitad material, los láseres po-

laritónicos se convierten en un terreno de pruebas único para las teorías de muchos cuerpos y de

electrodinámica cuántica de cavidades. Uno de los temas de interés en la actualidad es la descrip-

ción de los grados de libertad colectivos de polaritones. En este trabajo estudiaremos los niveles de

energía en este caso como función de parámetros relevantes del sistema como la desintonización

radiación-materia, el acoplamiento de Rabi, y el número de excitaciones.

Figura 3: Estos son algunos de los materiales orgánicos útilizados para la condensación de pola-

ritones. a) Cristal de Antraceno, b) MeLPPP, c) BODIPY-Br, d) Cristal de Rubreno, e,f) TDAF

(1,2), g) NTCDA y h) GFP.
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II SEMICONDUCTORES ORGÁNICOS

II. SEMICONDUCTORES ORGÁNICOS

El uso de materiales orgánicos para la condensación de polaritones, es una aplicación rela-

tivamente reciente y que se encuentra en investigación. Un material orgánico comprende desde

cristales orgánicos, películas finas moleculares desordenadas, polímeros y proteínas fluorescen-

tes [6].

A continuación se ofrece un breve resumen de algunos de los materiales orgánicos que se

emplean para la creación de excitones-polaritones dentro de microcavidades (véase la Fig. 3)

Cristales orgánicos. Los primeros trabajos realizados en microcavidades orgánicas se cen-

traron en emisores de bajo peso molecular [16–20]. La primera demostración de la conden-

sación de polaritones se logro en un monocristal orgánico [6]. En en los años 2004 y 2008

se demostró un fuerte acoplamiento excitón-fotón en películas nanocritalinas de dianhídrido

3,4,7,8-naftalenotetracarboxílico (NTCDA) y tetraceno policristalino [18, 21]. También, en

el 2008 dos informes demostraron la existencia de microcavidades que contenían monocris-

tales de antraceno [22, 23], con un acoplamiento luz-materia aproximado de 256 meV [6].

Por otro lado, en estudios recientes han demostrado un acoplamiento fuerte con monocris-

tales de rubreno [24].

Moléculas pequeñas. Las moléculas orgánicas de bajo peso molecular son mucho más fáci-

les de transformar en películas finas desordenadas o policristalinas que en monocristales [6].

Las técnicas de fabricación más utilizadas son el recubrimiento por rotación y la sublima-

ción al vacío [25]. Ambas permiten la fabricación de películas puras (no dopadas) o películas

dopadas en las que el colorante está incrustado en una matriz [6]. Uno de los materiales más

estudiados para crear láseres polaritonicos es el oligómero de fluoreno (TDAF), un diodo

orgánico ambipolar que puede procesarse tanto en solución como en vacío [26] y con un

acoplamiento luz-materia aproximado de 600 meV [6]. Otro tipo de material estudiado es

el BODIPY-Br, en el cual han demostrado que el mecanismo dominante para poblar el LP

(polaritón inferior o lower polariton en inglés) consiste en el bombeo radiativo de excí-

meros débilmente acoplados [27, 28], este material presenta un acoplamiento luz-materia

aproximado de 91 meV [6].

Polímeros. La fotofísica de los polímeros conjugados combina características de las mo-

léculas pequeñas y de los cristales orgánicos [6]. Pueden formarse bandas de excitones a
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II SEMICONDUCTORES ORGÁNICOS

lo largo de la cadena polimérica debido al acoplamiento dipolo-dipolo y superintercam-

bio entre los restos, mientras que la transferencia de Förster incoherente puede conducir a

la transferencia de energía entre cadenas [29]. El polímero de tipo escalera sustituido por

metilo (MeLPPP) es el primer material con recubrimiento de espín en el que se observó

la condensación de polaritones [30], dicho material presenta un acoplamiento luz materia

aproximado de 116 meV [6].

Proteínas fluorescentes. El láser de polaritón [15], también se ha observado en las proteínas

fluorescentes derivadas biológicamente [6]. Un ejemplo prototípico de este tipo de proteínas

es la proteína verde fluorescente (GFP), que se aisló por primera vez de la medusa aequorea

victoria, este tipo de molécula presenta un acoplamiento luz-materia aproximado de 194

meV [6, 31]. La mayoría de las proteínas fluorescentes están formadas por un cromóforo

rodeado por rodeado por un barril beta (β− barrel), el que a su vez es formado por láminas

beta (β − sheets) generadas por largas cadenas polipeptídicas [6].

En todos estos materiales se puede despreciar la estructura detallada del espectro molecular para

estudiar modelos sencillos que capturen los grados de libertad de los excitones-polaritones re-

sultante de acoplar a la luz con la transición entre el orbital molecular ocupado de más energía

(HOMO, por sus siglas en inglés) y el orbital molecular no ocupado de más baja energía (LUMO,

por sus siglas en inglés). Véase Fig. 4. Una descripción más detallada, por supuesto, tiene que

incluir el efecto de otros grados de libertad que tendrán como consecuencia el ensanchamiento de

los niveles de energía polaritónicos resultantes debido a la presencia de canales de disipación adi-

cionales. A continuación presentaremos el modelo más simple para describir los modos colectivos

de los excitones-polaritones de Frenkel.
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III HAMILTONIANO DE TAVIS-CUMMINGS

Figura 4: a) En el caso de semiconductores orgánicos los excitones-polaritones son de Wannier-

Mott, ahí la interacción ocurrirá entre la BV y la BC (tal como se observa en la Figura 1), esto

en semiconductores inorgánicos. b) Mientras que para semiconductores de carácter orgánico la

interacción ocurrirá entre el HOMO y el LUMO. Para los semiconductores orgánicos el HOMO

es lo que la BV para los semiconductores inorgánicos, de la misma manera será para el LUMO

con la BC. Por otro lado, la diferencia de energía entre el HOMO y el LUMO será nuestra brecha

de energía o de banda en los excitones de Frenkel [32].

III. HAMILTONIANO DE TAVIS-CUMMINGS

Un concepto importante a tener en cuenta para lograr entender el comportamiento de los

excitones-polaritones es la interacción fuerte entre luz y materia, y esto se logrará con el uso

de una microcavidad óptica. Una cavidad óptica (Fig. 5) confina la luz atrapándola entre espejos y

da lugar a modos ópticos discretos en los que el campo se concentra en el interior de la cavidad.

Por lo tanto, puede aumentar el acoplamiento entre luz y materia, conduciendo a nuevos modos

normales [6]. El primer régimen de acoplamiento será el débil, justo cuando la luz confinada cam-

bia significativamente las propiedades de emisión de la transición molecular, a esto se le conoce

como efecto Purcell [7, 33]. Para alcanzar el régimen de acoplamiento fuerte, se debe de aumentar

la fuerza de acoplamiento hasta el punto en que la tasa de intercambio coherente de energía entre la

luz y la materia es más alta que sus tasas de desintegración [7, 8]. Cuando se alcanza el régimen de

acoplamiento fuerte, los estados originalmente coincidentes se dividen en dos estados separados,

llamados estados polaritónicos, con la separación de energía entre ellos proporcional a la fuerza

de acoplamiento. A este efecto se le llama división de Rabi [7].
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III HAMILTONIANO DE TAVIS-CUMMINGS

Figura 5: Estructura de una microcavidad (MC). En general las MCs consisten de una cavidad

planar de Fabry-Perot con una capa central ópticamente activa confinada por dos reflectores de

Bragg colocados uno frente a otro [34]. Los DBR están formados por pares de capas con diferen-

tes índices de refracción, las cuáles se encargarán de reflejar la luz de tal manera que se genere

una interferencia constructiva para cada capa. En nuestra capa central ópticamente activa es en

donde podremos confinar nuestros canales orgánicos o nuestros materiales orgánicos. Todas estas

estructuras estarán sobre un substrato cristalino, generalmente se utiliza el cuarzo.

A continuación tomaremos en cuenta el Hamiltoniano de un sistema simple de polaritones en

su segunda cuantización, el cuál nos ayudará a tener una base para el estudio del comportamiento

de polaritones en microcavidades. El Hamiltoniano puede escribirse en términos de la suma de los

constituyentes fundamentales y un término de interacción luz-materia [35], i.e.,

Ĥxp = Ĥp + Ĥx + Ĥi. (1)

En dónde Ĥp, Ĥx y Ĥi representan al campo resonante (fotón), al emisor (excitón) y la interacción

entre la luz y la excitación de la materia dentro del sistema, respectivamente

Ĥp = EC â
†â, (2)

Ĥx = EX ê
†ê, (3)
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III HAMILTONIANO DE TAVIS-CUMMINGS

Ĥi = ~Ω(ê†â+ êâ†), (4)

Siendo EC la energía del modo de la cavidad, EX la energía de excitación del emisor, ~Ω la fuerza

de interacción, por último â(ê) campo (emisor) y â†(ê†) los operadores de creación y aniquilación,

respectivamente. La diagonalización del Hamiltoniano total dará las eigenenergías de los nuevos

eigenestados, en forma matricial [2, 35] :

Ĥxp =
(
ê† â†

)EX ~Ω

~Ω EC

ê
â

 , (5)

en donde

M =

EX ~Ω

~Ω EC

 . (6)

Los eigenvalores serán:

λ1 = EU =
EX + EC

2
+

1

2

√
(EC − EX)2 + 4~2Ω2, (7)

λ2 = EL =
EX + EC

2
+

1

2

√
(EC − EX)2 − 4~2Ω2. (8)

Los cuáles corresponden a las energías de los polaritones superiore (UP, upper polariton) e inferio-

re (LP, lower polariton) (Figura 6). Un término importante es δ = EC − EX , el cual nos indicará

la diferencia energética entre la radiación luz-materia, y tiene por nombre desintonización. Ca-

be mencionar que la desintonización es un parámetro de interés, pues es un valor que podemos

controlar experimentalmente, de igual manera como ocurrirá con el acoplamieto luz-materia. Los

eigenvectores de los estados de los UP y LP, vienen dados por la siguiente relación [2]:

Ĥxp = M

Xi

Ci

 = Ei

Xi

Ci

 , (9)

con |Ci|2+|Xi|2 = 1, dónde i = U,L. Ci yXi se les denomina como coeficientes de Hopfield [36]

y denotan el contenido excitónico o fotónico de los nuevos estados propios. Estos vienen dados

por [2]:

CL = − ~Ω√
~2Ω2 + (EL − EC)2

, (10)

XL = − EC − EL√
~2Ω2 + (EL − EC)2

. (11)
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Figura 6: Las líneas sólidas negras representan la energía de los polaritones superior (UP) e inferior

(LP), mientras que las lineas rojas punteadas serán las dispersiones individuales del excitón y del

fotón a una desintonización cero [2].

Algo importante a mencionar, es que para describir excitones-polaritones de Frenkel utilizare-

mos modelos en los que no se toma en cuenta la estructura interna de las moléculas, sino sólo la

existencia de la transición entre el HOMO y el LUMO. Por lo que podremos aproximar la descrip-

ción complicada de polaritones a una más simple en términos de sistemas de dos niveles que hace

uso de los pauliones (matrices de espín de Pauli).

Consideremos un sistema simple de polaritones, el cual se puede representar en términos de los

operadores de aniquilación y creación de las excitaciones de las moléculas individuales. Tomemos

a los operadores σ+
s,n y σ−s,n, dónde n e el número de excitaciones de la molécula y s denota la

posición donde se localiza dicha molécula. Si consideramos el n−ésimo estado excitado no dege-

nerado, nuestros operadores σ+
s,n y σ−s,n satisfacen las siguientes relaciones de conmutación [37]:

σ−s,nσ
+
s,n − σ+

s,nσ
−
s,n = 1− 2σ+

s,nσ
−
s,n, (12a)

σ−s,nσ
−
s,n = 0, (12b)

σ−s,nσ
−
s′,n − σ

−
s′,nσ

−
s,n = 0, (12c)

σ+
s,nσ

−
s′,n − σ

−
s′,nσ

+
s,n = 0, s 6= s′. (12d)

Entonces, σ+
s,n y σ−s,n son operadores de Pauli (pauliones). Las ecuaciones (12a,b) y (12c,d) son

combinaciones de las relaciones de conmutación para el operador de Fermi cuando s = s′ y el
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operador de Bose cuando s 6= s′ [38].Por lo tanto, reescribiendo al Hamiltoniano del sistema

simple de polaritones de Frenkel en términos de pauliones (omitiendo los índices n y s) tomará la

siguiente forma:

H = ωâ†â+ εσ+σ− + g
(
σ+â+ â†σ−

)
, (13)

dónde nuestra constante de acoplamiento es g := ~Ω , EC := ω y EX := ε. Este nuevo Hamilto-

niano es llamado el modelo de Jaynes-Cummings (J-C) y describe un modelo sencillo de un modo

de radiación fotónico acoplado a un sistema de dos niveles [39]. Este sistema de dos niveles con

energía ε se describe mediante las matrices de Pauli σ± correspondientes a las transiciones ascen-

dentes o descendentes entre los estados HOMO y LUMO de cada molécula, de manera que σ±

crea (destruye) un excitón. Es necesario resaltar que el último término de nuestro Hamiltoniano

describe el acoplamiento coherente entre los excitones y los fotones. Este acoplamiento es distinto

de la tasa de absorción o emisión incoherente. Al tener acoplamientos coherentes en el modelo de

J-C, significa que tendremos nuevos estados propios, y superposiciones de excitones y fotones, es

decir, los polaritones [6].

Consideremos la ecuación (13), en este caso el valor de nuestra constante de acoplamiento, g, para

una sola molécula es pequeña, por lo que la separación energética de Rabi también será pequeña.

Como la intensidad del campo se escala como 1/
√

V para el modo de volumen V, entonces una

opción para aumentar g es disminuyendo V. Pero no podemos hacer pequeño a V, debido a que

está limitado por la longitud de onda de la luz dentro de la cavidad. Entonces otra posibilidad para

aumentar nuestra energía de Rabi es acoplando muchas partículas al mismo modo de cavidad [6].

Por lo que al considerar esta última opción llegaremos al modelo de Tavis-Cummings (T-C) i.e.,

H =
∑
n

[
ωâ†nân + εσ+

n σ
−
n + g

(
σ+
n ân + â†nσ

−
n

)]
. (14)

Algo importante a resaltar es que la separación de Rabi aumenta N-veces, esto nos indica que está

dependerá de la densidad de área de las moléculas [6]. Por lo que será necesario representar a

nuestro Hamiltoniano dentro del espacio de momentos. Para esto será necesario que tomemos en

cuenta un marco rotatorio, es decir, aplicaremos la transformada de Fourier ân =
∑

k âke
iφ/
√
N

en nuestro Hamiltoniano, por lo que tomará la siguiente forma:

H =
∑
k

ωkâ
†
kâk +

∑
n

εσ+
n σ
−
n +

∑
n,k

g√
N

(
σ+
n âke

iφ(k) +H.c
)

(15)

En donde φ(k) = k · rn. De esta manera obtendremos al modelo generalizado de T-C:

H =
∑
k

ωkâ
†
kâk +

∑
n

εσ+
n σ
−
n +

∑
n,k

g√
N

(
σ+
n âke

ik·rn +H.c
)

(16)
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Aqui podemos observar que el acoplamiento luz-materia tiene un factor de fase que depende del

vector de onda en el plano k y la posición molecular rn. En este caso la dispersión de fotones en la

cavidad se modifica de la forma del espacio libre ωk = ck y se convierte en ωk = c
√

k2 + (2πpL)2,

dónde k es el vector de onda en el plano, p es un número entero y L es la longitud efectiva

de la cavidad. Dentro de una microcavidad, esta dispersión es cuadrática a valores pequeños de

momento, es decir, ωk ' ω0 + ~k2/2mph, dónde mph es la masa del fotón, la cual es 104 veces

más pequeña que la masa del electrón [6]. Si tomamos el caso en dónde el momento es cero,

tendremos que los eigenvalores de la energía son los siguientes:

E±k =
1

2

[
ε+ ωk ±

√
(ωk − ε)2 + 4g2N−1

]
, (17)

donde la desintonización será δ = ωk=0−ε, notemos que el resultado es el mismo que encontramos

para el sistema simplificado que nos dió las energías de los polaritones en (7) y (8).

Ahora, vamos a reescribir el Hamiltoniano en términos de operadores que sólo consideren

modos colectivos. Sabemos que el operador Hamiltoniano conmuta con J2, i.e., [H,J2] = 0,

por lo que será posible representar nuestro Hamiltoniano generalizado de T-C en términos de los

operadores de momento angular que se consideran operadores de pseudoespín. Los operadores de

momento angular son los siguientes:

Jz =
1

2

∑
i

σiz; (18)

J± =
∑
i

σ±i (19)

Estos operadores Jz y J± cumplen con las reglas de conmutación de momento angular: [Jz, J±] =

±~J± y [J+, J−] = 2~Jz. En este modelo generalizado de T-C en términos de pauliones estamos

considerando N-sistemas de 2 niveles, por lo que la dimensión del espacio de Hilbert viene dada

por dimH = 2N . El espacio de Hilbert se puede separar en representaciones de pseudoespín, es

decir, los eigenvalores j(j + 1) del operador J2, con J = (Jx, Jy, Jz). Esta dimensión contendrá

todas las representaciones desde j = N/2 hasta 0, i.e., {2N} = {N/2, N/2 − 1, N/2 − 2, ..., 0}.

Para este trabajo solo nos enfocaremos en modos colectivos, en otras palabras en la representación

totalmente simétrica j = N/2 (j = N/2 es la longitud de pseudoespín). De este modo la dimen-

sión de nuestro espacio de Hilbert pasará de 2N a una dimensión de N + 1.
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Concentrémonos en la contribución de la materia del Hamiltoniano, es decir
∑

n εσ
+
n σ
−
n , el cual

podremos reescribirlo al considerar que σ±n = σxn ± iσyn, σ2
i = 1 ∀i y [σxn, σ

y
n] = i2σzn

Ĥx =
∑
n

εσ+
n σ
−
n = ε

∑
n

(σxn + iσyn) (σxn − iσyn) =

ε
∑
n

[
(σxn)2 − iσxnσyn + iσynσ

x
n + (σyn)2

]
=

ε
∑
n

[
(σxn)2 − i [σyn, σ

y
n] + (σyn)2

]
=

ε
∑
n

[
(σxn)2 + (σyn)2

]
+ 2ε

∑
n

σzn =

2ε
∑
n

1 + 2ε(2Jz) = 2εN + 2ε(2Jz) =

2ε(2j) + 2ε(2Jz) = 4ε(j + Jz)

Entonces la contribución de la materia se puede reescribir como lo siguiente:∑
n

εσ+
n σ
−
n = 4ε(j + Jz) (20)

Ahora enfoquémonos en la parte de interacción luz-materia de nuestro Hamiltoniano, i.e.,

Ĥint =
1√
N

∑
n,k

g(σ+
n âke

ik·rn + â†kσ
−
n e

ik·rn) =

g√
N

(∑
n

∑
k

σ+
n âke

ik·rn +
∑
n

∑
k

â†kσ
−
n e

ik·rn

) (21)

Consideremos a la transformada de Fourier ân =
∑

k âke
−ik·rn/

√
N y expandamos el factor

e−ik·rn , i.e.,

e−ik·rn = 1 + (−ik · rn) +
1

2
(−ik · rn)2 (22)

Al realizar esta expansión el término k · rn será menor que la unidad, que significa quedarse a

una aproximación de momento cero. Esta aproximación asume que cada una de las excitaciones

materiales interactúa con el mismo campo independientemente de sus variaciones espaciales y se

le conoce como aproximación de onda larga [40]∑
n

∑
k

σ+
n âke

ik·rn −→ â
∑
n

σ+
n = 2âJ+ (23)

Análogamente para
∑

n

∑
k â
†
kσ
−
n e

ik·rn . Por lo que nuestro Hamiltoniano de interacción se

vuelve en el siguiente:

Ĥint =
2g√
N

(
âJ+ + â†J−

)
(24)
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III HAMILTONIANO DE TAVIS-CUMMINGS

Al reescribir a nuestro Hamiltoniano total tendremos el Hamiltoniano de Tavis-Cummings:

Ĥ = ωâ†â+ 4ε(j + Jz) +
2g√
N

(
âJ+ + â†J−

)
. (25)

Podemos definir el operador de número de excitaciones como N̂exc = â†â +
∑

n σ
+
n σ
−
n =

â†â + 4ε(j + Jz), que nos indica cuántos fotones y cuántos grados colectivos de excitones hay

excitados en el sistema. Como estamos trabajando en la aproximación de onda rotante (RWA, por

sus siglas en inglés), válida para el régimen de acoplamiento fuerte, el operador de número de

excitaciones se convierte en una cantidad conservada [41]. Seguiremos la demostración de que

N̂exc es una cantidad conservada en [42]. Consideremos la transformación unitaria

U = eiφ0
ˆNexc (26)

donde φ0 es un ángulo arbitrario. Vemos que

UâU † = eiφ0â
†ââe−iφ0â

†â (27)

Tomemos en cuenta que los operadores átomicos conmutan con los operadores del campo porque

corresponden a sistemas diferentes. Ahora consideremos el lema de Baker-Hausdorf-Campbell

que señala que para cualesquiera dos operadores A y B se tiene que

eiλAB eiλA = B + iλ [A,B] +
(iλ)2

2!
[A [A,B]] + ... (28)

Obtenemos que

eiφ0â
†ââe−iφ0â

†â =

(
1− iφ0 +

(iφ0)
2

2!
− (iφ0)

3

3!
+ ...

)
â = e−iφ0 â. (29)

Entonces también se cumple que

(UâU †)† = (e−iφ0 â)† = Uâ†U † = eiφ0 â†. (30)

Ahora para los operadores atómicos

UJ+U
† = eiφ0JzJ+e

−iφ0Jz . (31)

Tenemos que J+ conmuta con J2 y con el operador número. Aplicando el lema de Baker-Hausdorf,

recordando que [Jz, J+] = J+ con ~ = 1

eiφ0JzJ+e
−iφ0Jz =

(
1− iφ0 +

(iφ0)
2

2!
− (iφ0)

3

3!
+ ...

)
J+ = eiφ0J+. (32)
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A Transformación de Holstein-Primakoff III HAMILTONIANO DE TAVIS-CUMMINGS

Y por tanto tenemos entonces también que:

(UJ+U
†)† = (eiφ0J+)† = UJ−U

† = e−iφ0J− (33)

Por otro lado es inmediato que

UJzU
† = Jz (34)

Ahora, aplicando la transformación unitaria al Hamiltoniano generalizado de T-C (25)

UHTCU
† = ωâ†â+ 4ε(j + Jz) +

2g√
N

(
âJ+ + â†J−

)
(35)

De esta manera nuestro Hamiltoniano queda invariante, i.e.,

UHTCU
† = HTC (36)

Como resultado [HTC , Nexc] = 0.

Por otro lado, algo a tomar en cuenta si se quiere representar al Hamiltoniano de T-C genera-

lizado en su forma matricial es necesario considerar las siguientes propiedades de los operadores

atómicos y fotónicos:

â|n〉 =
√
n|n− 1〉, (37)

â†|n〉 =
√
n+ 1|n+ 1〉, (38)

â†â|n〉 = n|n〉, (39)

Jz|j,m〉 = m|j,m〉, (40)

J±|j,m〉 = C±|j,m± 1〉,

C± =
√
j(j + 1)−m(m± 1),

(41)

donde |n〉 y j,m〉 son estados de Fock y momento angular, respectivamente. Estas relaciones

son muy importantes, debido a que se emplean para resolver numéricamente el Hamiltoniano

generalizado de T-C como se indicará más adelante.

A. Transformación de Holstein-Primakoff

Generalmente, para una aproximación de dos niveles de los excitones de Frenkel partimos del

modelo generalizado de T-C, pero en dicho modelo tenemos operadores de Fermi. Una forma de

obtener operadores bosónicos es a través de la siguiente aproximación, llamada transformación

16



A Transformación de Holstein-Primakoff III HAMILTONIANO DE TAVIS-CUMMINGS

de Holstein-Primakoff (H-P) [43]. Consideremos nuevamente a nuestros operadores J+ y J−, los

cuáles podremos reescribir en términos de los operadores de Bose b̂† y b̂, que siguen la regla de

conmutación [b̂, b̂†] = 1, quedando de la siguiente manera:

J− =

(
∞∑
n=0

vn(b̂†)n(b̂)n

) 1
2

b̂, (42)

J+ = b̂†

(
∞∑
n=0

vn(b̂†)n(b̂)n

) 1
2

, (43)

en donde vn son coeficientes reales. Supongamos que los operadores σ+ y σ− satisfacen la si-

guiente condición

J−J+ + J+J− = 1 (44)

esto para el caso de que b̂† y b̂ en (42) y (43) sean operadores de Bose. Sustituyendo (42) y (43)

en (44) y considerando la identidad (b̂†)n+1(b̂)n+1 =
(
N̂b − n

)
(b̂†)n(b̂)n, dónde N̂b = b̂†b̂, por lo

tanto (44) tomará la siguiente forma

J−J+ + J+J− =
∞∑
n=0

vn

[
2(b̂†)n+1(b̂)n+1+

(n+ 1)(b̂†)n(b̂)n = 1

(45)

encontrando a vn

vn =
−2

1 + n
an−1 =

(−2)n

(1 + n)!
(46)

Por lo que la transformación exacta de Pauli con operadores de Bose, tomaran la siguiente forma

J− =

(
∞∑
n=0

(−2)n

(1 + n)!
(b̂†)n(b̂)n

) 1
2

b̂ (47)

J+ = b̂†

(
∞∑
n=0

(−2)n

(1 + n)!
(b̂†)n(b̂)n

) 1
2

(48)

Consideremos ahora al operador de Pauli L̂ = J+J− y representemoslo en términos del opera-

dor de número de bosones

L̂ = N̂b +
∞∑
n=0

(−2)n

(1 + n)!
N̂b(N̂b − 1)...(N̂b − n) (49)

Con está relación será posible encontrar que para los estados con número par arbitrario de bosones

corresponden a L̂ = 0, y que para los estados con número arbitrario impar de bosones a L̂ = 1. Por
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A Metodología IV RESULTADOS

lo tanto, las transformaciones (47), (48) y (49) no dan lugar a números de bosones correspondiente

a números de pauliones "no físicos"(es decir, números L̂ > 1 ) [37]. De las transformaciones (47)

y (48) podremos encontrar la representación de H-P, la cual es la siguiente:

J− =

√
N − b̂†b̂b̂ (50)

J+ = b̂†
√
N − b̂†b̂ (51)

Ahora aproximemos el Hamiltoniano T-C generalizado (25), con H-P. Consideremos al límite

termodinámico cuando b̂†b̂
N
−→ 0, entonces las ecuaciones (50) y (51) se transformarán en

J− =

√
N − b̂†b̂b̂ ≈

√
Nb̂ (52)

y

J+ = b̂†
√
N − b̂†b̂ ≈

√
Nb̂† (53)

Al sustituir (52) y (53) en (25) quedará de la siguiente forma:

Ĥ =
∑
k

ωkâ
†
kâk + 4ε(j + Jz) +

2g√
N

(
âb̂† + â†b̂

)
(54)

Al utilizar la aproximación de H-P en nuestro modelo generalizado de T-C podemos observar

que regresamos al problema de dos osciladores acoplados (modelo simplificado de polaritón). Por

lo tanto, las ramas de polaritones son justamente las soluciones obtenidas de la diagonalización del

Hamiltoniano (5). Pero en el presente trabajo nos enfocaremos a resolver el problema generalizado

de T-C sin aproximarlo y observar los polaritones resultantes.

IV. RESULTADOS

A continuación presentamos un análisis del espectro de energía de los modos polaritónicos que

se obtienen al diagonalizar el Hamiltoniano de TC para diferentes valores de sus parámetros, como

función de la destintonización luz-materia.

A. Metodología

Para poder realizar la diagonalización de este Hamiltoniano se útilizo el software Wolfram

Mathematica. Tal como se mencionó con anterioridad, se ocuparon las relaciones (37-41) con
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A Metodología IV RESULTADOS

el fin de representar a nuestro Hamiltoniano de forma matricial. Pero para que el programa de

la diagonalización reconozca a nuestros elementos de matriz, será necesario reescribirlos de la

siguiente manera. Consideremos que

ĤTC |En〉 = En|En〉, (55)

|n〉 ⊗ |j,m〉 = |n,m〉 (56)

y

〈n′,m′|ĤTC |n,m〉 (57)

Por otro lado tenemos a los términos de nuestro Hamiltoniano son los siguientes

Ĥf =
∑
k

ωkâ
†
kâk ⊗ 1, (58)

Ĥe = 4ε(j + Jz ⊗ 1), (59)

Ĥint =
2g√
N

(
â⊗ J+ + â† ⊗ J−

)
. (60)

Entonces reescribiendo los valores de nuestros Hamiltoniano

〈n′,m′|â†kâk|n,m〉 = 〈n′| ⊗ 〈m′|â†kâk ⊗ 1|n〉 ⊗ |m〉

= n1〈n′|n〉〈m|m〉 = nδn′nδm′m

Por lo tanto

〈n′,m′|â†kâk|n,m〉 = n1δn′nδm′m (61)

Análogamente para nuestros los otros valores, tendremos que

〈n′,m′|Jz|n,m〉 = m1δn′nδm′m (62)

〈n′,m′|âJ+|n,m〉 =
√
n1

√
j(j + 1)−m1(m1 + 1)δn′nδm′m (63)

〈n′,m′|â†J−|n,m〉 =
√
n1 + 1

√
j(j + 1)−m1(m1 − 1)δn′nδm′m (64)

Ahora podemos escribir el valor esperado de nuestro Hamiltoniano

〈n′,m′|ĤTC |n,m〉 =
∑
k

ωkn1δn′nδm′m + 4ε(j +m1δn′nδm′m)

+
2g√
N

(
√
n1

√
j(j + 1)−m1(m1 + 1)δn′nδm′m

+
√
n1 + 1

√
j(j + 1)−m1(m1 − 1)δn′nδm′m)

(65)
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B Evolución paramétrica de niveles energéticos IV RESULTADOS

De esta manera será más fácil construir la matriz Hamiltoniana en nuestro programa y finalmen-

te diagonalizarla. Cabe destacar que en nuestra base estamos representando al número de fotones

en términos del número de excitaciones, ya que con esto se toma en cuenta esta cantidad conser-

vada. Entonces, será necesario representar a número de excitaciones N̂exc = â†â + 4ε(j + Jz) en

términos de sus eigenvalores. Tomando en cuenta que esta es una cantidad conservada, podemos

escribir lo siguiente:

N̂exc|En〉 = λ|En〉 (66)

Por los que podremos reescribir el operador de número de excitaciones en términos de sus valores

propios como:

λ = n+m+ j (67)

Y finalmente de está relación podremos despejar al número de fotones en términos del número de

excitaciones a n = λ− (m+ j).

B. Evolución paramétrica de niveles energéticos

A continuación se mostrará un un análisis para comparar que los modos resultantes del sistema

de dos niveles de los polaritones en función de la desintonización, coinciden para el caso de en el

que tendremos un solo átomo y una excitación en nuestro Hamiltoniano generalizado de T-C.

Figura 7: Modos resultantes del sistema de dos niveles de los polaritones superior (UP) e inferior

(LP) como función de la desintonización de luz-materia.

20



B Evolución paramétrica de niveles energéticos IV RESULTADOS

Figura 8: Eigenenergías para el caso más simple de 1 un átomo y 1 excitación de los polaritones

superior (línea roja) e inferior (línea azul claro) como función de la desintonización de luz-materia,

resultante de la diagonalización del modelo de T-C.

Como podemos apreciar al comparar el caso de los modos resultantes del sistema de dos niveles

de los polaritones (Fig. ??) con el caso más simple de 1 átomo y 1 excitación (Fig. ??), podemos

concluir que coinciden perfectamente, tal como se puede apreciar en la Fig. 9:

Figura 9: Es este caso las líneas rojas sólidas representan los modos resultantes del sistema de dos

niveles de los polaritones y los puntos azules representan el caso con una excitación y un átomo

en nuestro modelo generalizado de T-C.
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A continuación mostraremos la evolución paramétrica de los niveles energéticos al aumentar

el número de excitaciones. Para este análisis se tomo un número fijo de átomos j = 5, un acopla-

miento de 1eV y se consideraron un número de excitaciones desde 0 hasta 10. Cabe destacar que

aumentar el número de átomos sólo cambia el número de niveles de energía que tendremos. Antes

de entrar por completo al análisis comprobaremos existencia de los N + 1 estados de nuestros

diferentes niveles de energía.

Consideremos los siguientes valores para el caso de una sola excitación, se espera tener 2 esta-

dos para nuestros diferentes niveles de energía. Si λ = 1, j = 5 y n = 0, de la ecuación (73),

obtendremos que

1 = 0 +m+ 5→ m = −4

Sustituyendo estos valores en , |n,m〉, obtendremos nuestro primer estado

|0,−4〉 (68)

análogamente para n = 1

1 = 1 +m+ 5→ m = −5

|1,−5〉 (69)

Este análisis puede realizarse de forma inductiva para las siguientes excitaciones. Procediendo a

mostrar la evolución paramétrica de los niveles energéticos, se podrá observa lo siguiente. Para

cero excitaciones tenemos un sólo estado dado por el estado de excitón (que corresponde a la

ausencia de interacción radiación-materia), como se muestra en la Fig. 10. Al ir aumentando las

excitaciones veremos los estados polaritónicos ir apareciendo (véase Figs. 11 a 20).
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Figura 10: Gráfica de los eigenestados con 5 átomos fijos, acoplamiento luz-materia de 1meV y 0

excitaciones.Para este caso debemos de tener 1 estado. Dicho estado, es nuestro estado base

Figura 11: Gráfica de los eigenestados con 5 átomos fijos, acoplamiento luz-materia de 1meV y 1

excitación. Aquí tendremos 2 estados.
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Figura 12: Gráfica de los eigenestados con 5 átomos fijos, acoplamiento luz-materia de 1meV y 2

excitaciones. Para este caso debemos de tener 3 estados.

Figura 13: Gráfica de los eigenestados con 5 átomos fijos, acoplamiento luz-materia de 1meV y 3

excitaciones.Para este caso debemos de tener 4 estados.
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Figura 14: Gráfica de los eigenestados con 5 átomos fijos, acoplamiento luz-materia de 1meV y 4

excitaciones. Para este caso debemos de tener 5 estados.

Figura 15: Gráfica de los eigenestados con 5 átomos fijos, acoplamiento luz-materia de 1meV y 5

excitaciones.Para este caso debemos de tener 6 estados.
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Figura 16: Gráfica de los eigenestados con 5 átomos fijos, acoplamiento luz-materia de 1meV y 6

excitaciones.Para este caso debemos de tener 7 estados.

Figura 17: Gráfica de los eigenestados con 5 átomos fijos, acoplamiento luz-materia de 1meV y 7

excitaciones.Para este caso debemos de tener 8 estados.
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Figura 18: Gráfica de los eigenestados con 5 átomos fijos, acoplamiento luz-materia de 1meV y 8

excitaciones.Para este caso debemos de tener 9 estados.

Figura 19: Gráfica de los eigenestados con 5 átomos fijos, acoplamiento luz-materia de 1meV y 9

excitaciones.Para este caso debemos de tener 10 estados.
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Figura 20: Gráfica de los eigenestados con 5 átomos fijos, acoplamiento luz-materia de 1meV y

10 excitaciones.Para este caso debemos de tener 11 estados.

Como podemos apreciar, conforme el número de excitaciones va en aumento, la escala energé-

tica cambiará. Por otro lado, un resultado importante se obtiene al visualizar el espectro completo

con todo el conjunto de todas las excitaciones. Para poder realizar un análisis más claro del es-

pectro se tomarán en cuenta hasta 5 excitaciones. Después se mostrará el comportamiento del

espectro al variar el acoplamiento, tomando en cuenta los valores de 0eV , 0.1eV , 0.5eV hasta

1eV .A continuación, el gráfico con el espectro de 5 excitaciones:

Figura 21: Espectro de 5 excitaciones.
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Algo interesante que se puede observar en el gráfico es que en nuestro estado base hay un punto

de transición hacía otro estado, en dicho punto el sistema se encuentra en resonancia, es decir, la

desintonización es δ = 0 (esto se puede apreciar de mejor forma dentro de la Figura 22). Del lado

derecho del punto de transición será un estado excitónico, mientras que en lado derecho será un

estado fotónico. También esta transición de estados implicará que cambié la desintonización, lo

que conlleva a que los polaritones cambien a estados de menor energía .

Figura 22: Espectro de 5 excitaciones reescalado.

Comenzando con el caso de acoplamiento 0eV , tendremos lo siguiente:

Figura 23: Espectro de 5 excitaciones con un acoplamiento 0eV .
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En este caso se obtiene un resultado esperado: en ausencia de interacción aparecen cruces entre

los diferentes niveles de energía porque los estados de la luz y la materia no están acopladas y

evolucionan independientemente. Todos estos cruces señalan degeneraciones (dentro del espacio

de modos colectivos). En el caso en que aumentemos el acoplamiento acoplamiento 0.1eV , se

obtiene lo que se muestra en la Fig. 24.

Figura 24: Espectro de 5 excitaciones con un acoplamiento 0.1eV .

En este caso el acoplamiento es muy pequeño, el cruce de estados comienza a desaparecer y de-

ja de existir degeneración. Pero estos efectos no son muy evidentes hasta aumentar el acoplamiento

a 0.5eV . Aquí tendremos lo que se muestra en la Fig. 25.

Figura 25: Espectro de 5 excitaciones con un acoplamiento 0.5eV .
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En este caso ocurre prácticamente lo mismo que para el acoplamiento de 0.1eV , se aprecia de

manera más clara la desaparición de los cruces y seguimos sin degeneración en la energía. En el

caso de acoplamiento de 1eV se puede apreciar en la Figura 21, aquí se observa la desaparición

más clara de los cruces entre los estados. También el polaritón superior deja de tener cruces con

otros estados. Cabe mencionar que la degeneración en la energía no aparece, a excepción de un

acoplamiento cero, esto se debe a que el número de excitaciones no supera al número de átomos.

Pero este análisis aun no está completo, pues será necesario considerar λ > n. A continuación se

mostrará el espectro para 10 excitaciones.

Figura 26: Espectro del conjunto de 10 excitaciones.

En este caso los cruces en el polaritón superior desaparecen totalmente. Además existe dege-

neración en la energía, aunque está degeneración no es tan trivial y surge gracias a nuevos cruces

entre los estados, para este caso se pudo encontraron 4 estados degenerados.

V. TRABAJO FUTURO: HAMILTONIANO DE TAVIS-CUMMINGS-HOLSTEIN

Como hemos podido apreciar, existen diversos modelos que nos ayudan a estudiar el compor-

tamiento de polaritones. El modelo de Jaynes-Cummings nos ayuda a describir el acoplamiento
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fuerte entre luz y materia. Ahora, si tomamos en cuenta el acoplamiento fuerte colectivo de molé-

culas en una microcavidad plana, este se describirá con el modelo de Tavis-Cummings generaliza-

do. Como sabe estos modelos son de dos niveles y describen a los polaritones dentro de materiales

orgánicos. Pero de cierta forma la información que obtenemos está incompleta, debido a que en

estos materiales orgánicos el comportamiento se vuelve mas complicado, siendo específicos, sus

espectros de emisión y de absorción dependen de otros grados de libertad internos del sistema. Por

lo que dejan de ser sistemas de dos niveles [6, 41]. Existen varios procesos fotofísicos que causan

este comportamiento de semiconductores orgánicos, por ejemplo los modos vibracionales. Estos

modos provienen de la superficie de energía potencial de las coordenadas nucleares [6]. Conside-

remos las energías cinética y potencial tanto de los electrones como de los núcleos, la interacción

entre ellos y su acoplamiento con la luz. Ahora, consideraremos por simplicidad una cavidad con

un modo y un modelo de una sola molécula:

Ĥ = Te(p̂e) + Tn(p̂n) + V (r̂e, r̂n) + ωcâ
†â+ d(p̂e, p̂n) ·A0(â+ â†) (70)

El potencial +V (r̂e, r̂n) incluye interacciones internucleares y electrón-nuclear. El acoplamien-

to luz-materia también implica que el elemento del dipolo incluya tanto operadores electróni-

cos como nucleares. La constante A0 describe la intensidad de campo de un solo fotón. En este

caso vamos a considerar el acoplamiento fuerte entre luz-materia en la aproximación de Born-

Oppenheimer, en el límite cuando el acoplamiento luz-materia es la escala más grande es parte de

los grados de libertad rápidos [44]. En esta aproximación, la parte eletrónica y óptica del Hamil-

toniano se diagonalizan en una coordenada nuclear dada, dando superficies de energía potencial

polaritónica [6]. También podemos aproximar a la energía potencial nuclear de forma cuadrática. y

suponiendo que el elemento del dipolo depende solo del estado electrónico, tendremos la siguiente

relación:

HTCH =
∑
k

ωkâ
†
kâk + 4ε(j + Jz) +

2g√
N

(
âb̂† + â†b̂

)
+
∑
n

ωv
[
ĉ†nĉn − λ0σ+

n σ
−
n (ĉ†n + ĉn)

] (71)

Este Hamiltoniano es el de Tavis-Cummings-Holstein (T-C-H) [45]. Este modelo describe un mo-

do vibracional de un oscilador armónico para cada molécula acoplada con el estado electrónico.

Constituye el siguiente paso más simple para tratar el problema de excitones-polaritones en mate-

riales orgánicos, pues los grados vibracionales no están presentes en el caso de los semiconducto-

res inorgánicos [46]. En este modelo podemos observar que aparece un nuevo término dónde cada
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molécula está descrita por dos estados electrónicos (los operadores de Pauli σn) y un grado de li-

bertad (armónico) vibracional. El término final en el Hamiltoniano refleja el desplazamiento entre

la coordenada vibratoria óptima en el estado fundamental electrónico y en los estados electrónicos

excitados. El parámetro λ0 está relacionado con el parámetro de Huang-Rhys S mediante la rela-

ción S = λ20, que puede entenderse como el número típico de cuantos vibracionales excitados en

una transición electrónica de la molécula (en el caso de la ausencia del acoplamiento fuerte con

la luz). El parámetro de Huang-Rhys es la medida de la fuerza del nivel de interacción entre los

estados excitados y fundamentales de los electrones [47]. También este mismo parámetro λ0 esta

relacionado con con el cambio de Stokes entre el pico del espectro de absorción y del espectro

de emisión (en el caso de la ausencia del acoplamiento fuerte con la luz).Aproximadamente, las

escalas de Stokes cambian como ωvλ20.

VI. CONCLUSIONES

En primer lugar, se estudió cómo es que se puede llegar del Hamiltoniano de excitones de Fren-

kel en semiconductores orgánicos a un Hamiltoniano simple de interacción radiación luz-materia

donde se estudiaron sus grados de libertad colectivos. Los modelos de grados de libertad colectivos

son importantes porque permiten tener una primera aproximación al espectro de los polaritones.

Después se estudió la evolución paramétrica del espectro como función de la desintonización para

distintos valores del número de excitaciones y del acoplamiento. Se observó que con un número

dado de excitaciones tendremos la aparición de más ramas polaritónicas, las cuales se relacionarán

con la dimensión de nuestro Hamiltoniano de T-C en términos de la base de momento angular. Al

considerar todas las excitaciones posibles en conjunto observamos que al cambiar la desintoniza-

ción, los estados con mayor número de excitaciones resultan ser de menor energía, promoviendo

una transición para el polaritón inferior. Dado que el número de excitaciones se conserva, esta

transición no es posible físicamente. Sin embargo, hacia el acoplamiento ultra fuerte, cuando la

aproximación de onda rotante deja de ser válida, el número de excitaciones ya no es una cantidad

conservada, por lo que esta transición es posible. Esa es una línea futura de estudio. Por otro lado,

esto no ocurre para el polaritón superior: este siempre está determinado por el número máximo

de excitaciones. Adicionalmente, como trabajo futuro se piensa estudiar el espectro del Hamilto-

niano de Tavis-Cummings-Holstein y comparar nuestros resultados para la evolución paramétrica
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de niveles en presencia de un nuevo grado de libertad.
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