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Resumen

El caos dindmico es un fenémeno que se observa en sistemas cldsicos, donde surge un
comportamiento aperiddico y altamente sensible a las condiciones iniciales en la evo-
lucién temporal determinista a largo plazo. Un sistema interesante para el estudio del
caos clésico y su posible correspondencia con el caos cudntico es el de los excitones-
polaritones formados en materiales bidimensionales dentro de microcavidades Opticas.
Los excitones-polaritones son cuasiparticulas que resultan del acoplamiento fuerte entre
fotones y excitaciones materiales. Estos sistemas ofrecen una plataforma Unica para in-
vestigar fendmenos cudnticos macroscopicos, como la condensacién de Bose-Einstein,
la superfluidez y la superconductividad. En este proyecto, se dard continuidad al trabajo
realizado durante el Proyecto Terminal 1 Exponentes de Lyapunov en fluidos polarito-
nicos, donde se estudid la dindmica de dos fluidos polariténicos interactuantes en funcién
de los pardmetros del sistema mediante la resolucion de la ecuacién de Gross-Pitaevskii.
Se aprendio a calcular los exponentes de Lyapunov, que representan la tasa de separacion
exponencial entre trayectorias con condiciones iniciales cercanas, con el fin de caracte-
rizar el caos presente en el sistema. En esta etapa, se realiza un andlisis detallado del
sistema dimero de polariton interactuante a través de las ecuaciones de spin. Se investigan
las soluciones del sistema en funcion del pardmetro de bombeo, considerando diferentes
valores y condiciones iniciales aleatorias. Se observa que para valores de bombeo peque-
fos, el sistema se encuentra en un estado débilmente excitado con baja ocupacién de los
estados excitados y sin polarizacién significativa. A medida que aumenta el bombeo, se
encuentran comportamientos mas complejos, como polarizacién significativa y trayecto-
rias periddicas. Se identifica el fendmeno de saturaciéon en un bombeo alto, donde una
especie se bombea intensamente y su densidad aumenta, mientras que la densidad de la
otra especie disminuye debido a la interaccidn repulsiva. Estos resultados se respaldan
mediante la seccién de Poincaré, donde se observan estructuras y patrones que indican la
presencia de atractores en el sistema. Se destaca la consistencia y reproducibilidad de los
resultados con respecto a una referencia principal. El estudio y la aplicacion del control
de caos en el sistema dimero de polariton interactuante ofrecen importantes implicaciones
tedricas y practicas. En el dmbito tedrico, proporciona una comprension mas profunda de
la dindmica y los mecanismos de formacion del caos en sistemas cudnticos y cldsicos.
A partir de este andlisis, se propone la busqueda de orbitas periddicas inestables (UPOs,
por sus siglas en inglés) y la implementacién del control de caos como pasos futuros para
profundizar en el estudio y la comprension de la dindmica del sistema.
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1 INTRODUCCION

1. Introduccion

En un semiconductor se puede generar una cuasiparticula conocida como exciton el que
consiste en un hueco y un electrén ligados. Cuando la luz alcanza un semiconductor pue-
de excitar electrones que se encuentran en la banda de valencia y mandarlos a la banda
de conduccidn, el electrén promovido queda ligado al hueco que deja en el material (por
interaccion coulombiana) [1]. Si se encierra al excitén en una microcavidad dptica, es-
tructuras permiten controlar las propiedades de emision Optica de los materiales ubicados
en su interior, por lo general hechas de reflectores de Bragg distribuidos (DBR, por sus
siglas en inglés) [2]], el fotén que se emite (debido a que el exciton decae) puede ser
reabsorbido por el material resurgiendo el excitén, cuyo proceso se repite continuamente.
Si el fendmeno de reabsorcion sucede més rapido que el tiempo de duracion de los fo-
tones en la cavidad, se dice que el acoplamiento entre la luz y materia es fuerte, de esta
manera los fotones y excitones en la cavidad pierden su identidad dando lugar a un nuevo
estado cudntico [3], el polariton [4], cuya herencia principal radica en que puede interac-
tuar y asociarse en grandes cantidades, manifestandose macroscépicamente, exhibiendo
condensados de Bose Einstein y presentando propiedades como la superfluidez [5].

Con el trabajo que se realizo durante el Proyecto Terminal 1 [6] donde se estudio la
dindmica en funcién de parametros del sistema y se aprendio a calcular los exponentes de
Lyapunov, para asi verificar la presencia de caos en este sistema. Este proyecto terminal
tiene como finalidad continuar con el estudio del sistema dimero de polaritén, que se
establece en la Ref. [7]], de modo que se pueda terminar la caracterizacion del espacio fase
del sistema, proporcionar la base tedrica para el estudio de estabilidad de los sistemas
dindmicos, profundizar el estudio de Orbitas periodicas (para comprender la dindmica
global de un sistema dindmico) y su estabilidad (regiones de atraccidn, repulsion y los
subespacios que se generan en su estudio y por ende las variedades invariantes estables
e inestables asociados a estos), ademas de plantear las ideas de control de caos (para
estabilizar y manipular sistemas dindmicos caéticos). El control implica bisqueda y el
dominio de 6rbitas periodicas inestables (UPOs, por sus siglas en ingles), que nos brindan
informacion estadistica y propiedades macroscopicas del sistema.
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2 FLUIDO POLARITONICO INTERACTUANTE

2. Fluido polaritonico interactuante

En Ia fisica de la materia condensada, un exciton es una cuasiparticula que se forma por
la interaccidn electrostética entre un electron y un hueco en un sélido, como un semicon-
ductor. Cuando un electrén, que normalmente se encuentra en un estado de baja energia,
es excitado a un nivel de energia mds alto por la absorcion de un fotén [8]], puede saltar
de la banda de valencia a un nivel de energia mads alto, dejando un “hueco” o vacante en la
banda donde estaba originalmente. La interaccion electrostatica entre el electron excitado
y el hueco resultante crea un par excitonico, que es una particula que tiene carga neta cero.

Los polaritones son cuasiparticulas que resultan de la fuerte interaccidn entre excitones
y fotones en una cavidad semiconductora. En este sistema, los excitones, que son las in-
teracciones entre electrones y huecos, se acoplan con los modos de resonancia de la cavi-
dad (fotones confinados) formando nuevos estados llamados polaritones. El acoplamiento
fuerte entre excitones y fotones en la cavidad semiconductora crea un nuevo conjunto de
estados de energia que pueden ser descritos como una mezcla cudntica de excitaciones de
materia (excitones) y excitaciones de luz (fotones). En otras palabras, los polaritones son
hibridos de excitones y fotones. Una de las propiedades interesantes de los polaritones
es su capacidad para formar estados cudnticos macroscopicos, como los superfluidos de
polaritones (debido a su herencia excitonica) [9]. La ecuacién de Gross-Pitaevskii (GPE,
por sus siglas en inglés) es una aproximacién de campo medio para las interacciones entre
particulas que describe la dindmica del condensado a temperatura cero [10]. Para descri-
bir un fluido de polaritones interactuantes se emplea el modelo dimero de polaritén que
describe la interaccion de dos fluidos cudnticos de luz interactuantes de espin contrario,
generados por luz incidente polarizada. El modelo de dimero de polariton, considera que
los polaritones se acoplan en pares, formando “dimeros”. Cada dimero se comporta como
un estado cudntico, y la dindmica de los dimeros se puede describir mediante la ecuacién
de Gross-Pitaevskii impulsada y disipativa [7]].

Consideramos dos condensados de polaritones con espin distinto, descritos por los para-
metros de orden W, y W_; , que obedecen a las ecuaciones de Gross-Pitaevskii, como se
indica en la referencia [[11]].

dv 1 1 ) 7
d;ﬂ = 5(7’]\&1 D)Wy — 5(’7 —ig)Wgy — §[g1|\lfﬂl2 + Va0 @21

acopladas a las ecuaciones para las densidades Ni; de los dos depdsitos excitados no

resonantemente
d N :|: 1

dt
En las ecuaciones I' y I'g representan las tasas de disipacion del polariton y del
deposito, r define la tasa con la cual el condensado absorbe polaritones y P es el bombeo
externo no resonante que los genera, el cual es el mismo para ambos depdsitos, por lo que
el sistema es simétrico ante el operador de paridad que cambia el espin de los polaritones.
¢ es el acoplamiento de tunelaje de Josephson de los dos condensados acompafiado de un
canal de decaimiento 7. Los pardmetros ¢; y g-» definen la interaccion entre los polaritones

=P — [[g+7r|Vil’|Ny. (2.2)
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2 FLUIDO POLARITONICO INTERACTUANTE

de acuerdo a su espin. Los parametros g, combinados con el bombeoﬂ P permite obser-
var diferentes tipos de dindmica, desprecidndose la interaccién de los polaritones con las
particulas del depdsito. Ademads de evitar la sobrecarga del modelo con pardmetros adi-
cionales.

Para tratar con cantidades observables, se introducen pardmetros re-escalados ¥4, =
(r/T'gr) W11, ocupaciones del deposito N.; = N4y, constantes de interaccién oo =
(C'r/7)g12 y bombeo externo p = rP/I's. De manera que la ecuacion se reescribe
como:

1dN r r N
LT A .
r o dt r r r
ANy o i
=Tr(p— (14 [Via[") Ny
dt ( ) (2.3)
dN. -
I dtil =p— (14|00 [*) Ny
dN. .
st dﬂ =p—(1+n51) Ny
t
De donde ny; = |W4|? son las densidades de las especies en el condensado. Con la

aproximacion de reservorio estatico, es decir la tasa de disipacién del reservorio es mucho

mds ripida que la tasa de disipacién de los polaritones (I'r > I'), de modo que el lado

derecho de la ecuacién [2.3] se hace cero y las ocupaciones en el deposito se convierten en
p p

N: ey
T A+ WLP) T (T4 na)

De igual manera se reescribe la ecuacion con los elementos ya mencionados y se
obtiene:

dipiy _ 1 p
dt 211 + N4g

- F] Py — ;(7 - i€)¢q:1 - ;[041|¢i1|2 + 042|¢:F1|2Wi1 (2.4)

'La fuente del bombeo es por lo general sintonizada a una energia muy alejada del estado base de los
polaritones en la cavidad. Los polaritones también se pueden bombear electricamente, pero es dificil agregar
los electrones de manera que se mejore la calidad de la cavidad y la vida til de los polaritones, consiste en
inyectar eléctricamente electrones y huecos en el interior de la capa de cavidad [12].
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2.1 Representacion de pseudo-espin 3 SISTEMAS DINAMICOS

2.1. Representacion de pseudo-espin

El vector de pseudo-espin es una forma util de describir y visualizar el sistema, ya que
directamente corresponde a los componentes de polarizacién de Stokes (.S, y S pueden ser
medidos experimentalmente) en cuanto S, S, describen cémo interactiian y se acoplan
las especies de polaritones en el sistema.

La excitacion no resonante polarizada linealmente de una microcavidad semiconductora
produce densidades de excitones de espin arriba (+) y de espin abajo (—). Los conden-
sados de polaritones atrapados Opticamente pueden estar con un estado de polarizacién
bajo bombeo linealmente polarizado [13], por lo que nos interesa poder relacionar las
ocupaciones y la fase de las especies en el condensado.

Para ello es conveniente utilizar el vector de pseudo espin S que se define como
1

S = 5\11*5\1/ , (2.5)

donde W = [ 41 ,], es el conjugado de W = [1h,19_4]7, thsy = (/g€ (®F9),
0 = (04,04,0,) con oy, 0y, 0, las matrices Pauli.

La deduccién del sistema de ecuaciones que rigen el comportamiento del espin se puede
ver en el Apéndice [B] mismas que han sido ya estudiadas en la referencia principal de
estudio (véase Ref. [7]).

El estudio de los sistemas dindmicos es relevante para comprender como evolucionan y
cambian en el tiempo, lo cual es fundamental para analizar su comportamiento y predecir
su futuro.

3. Sistemas dinamicos

Un sistema dindmico cadtico es un sistema que exhibe una sensibilidad a las condiciones
iniciales y cuyo comportamiento de las trayectorias soluciones presenta una estructura
compleja [14]. Aunque los sistemas cadticos son intrinsecamente inestables debido a
su sensibilidad a las condiciones iniciales, es posible identificar patrones y estructuras
estables en su comportamiento a largo plazo [15]. Estudiar la estabilidad, se refiere a
la capacidad de un sistema para mantenerse en un estado de equilibrio a lo largo del
tiempo a pesar de las perturbaciones o cambios en las condiciones iniciales [16], permite
comprender como se forman y mantienen los atractores cadticos, lo cual es fundamental
para entender la dindmica y la evolucion del sistema. Comprender la estabilidad en los
sistemas cadticos es esencial para predecir y controlar su comportamiento (manipular el
sistema para evitar el avance a regiones no deseadas).

3.1. Teoria de los sistemas dinamicos

Un sistema dindmico es un objeto o proceso que evoluciona en el tiempo, donde la evo-
lucién futura del sistema esta determinada por su estado presente. Estd caracterizado por

8 PROYECTO TERMINAL II



3.1 ‘Teoria de los sistemas dindmicos 3 SISTEMAS DINAMICOS

un conjunto de variables que describen el estado del sistema, y un conjunto de ecuaciones
matemadticas que rigen como cambian estas variables con el tiempo [14]. Un sistema dina-
mico puede ser de naturaleza continua o discreta [17], lineal o no lineal [18], determinista
o estocastico [19]].

Un sistema dindmico continuo se constituye por un conjunto de variables x,, que des-
criben el estado del sistema, un conjunto de pardmetros de control o que influiyen en el
comportamiento del sistema y una serie de ecuaciones matemdticas f, que rigen cémo
estas variables cambian con el tiempo. El estado del sistema dindmico continuo en el
instante de tiempo ¢ estard determinado por el valor de las n variables de estado

2(t) = (21(1), (1), - - s a(1))

Cuyo cambio de estado del sistema estard representado por el sistema de ecuaciones dife-
renciales:
T = fi(x1, 2o, T3, ..., T (1), T 1)
Lo = [o(x1, T2, 23, ...,xn(t),t;ui

T3 = [3(@1, T2, T3, s T (1)t (3.1
:L:n = fn(xh L2, X3y -ny mn(t)) t7 :u)
Laec. puede ser re-escrita simplemente como:
x = F(x(t), £; 1) (3.2)

x = dz/dt indica el cambio respecto al tiempo de las variables de estado, X es el vector
de estados de las variables, ¢ es la variable independiente tiempo y y es el vector de
parametros del sistema.

Un sistema dindmico discreto es un sistema matematico que cambia de estado en forma
discreta, es decir, solo puede tomar valores especificos en momentos determinados del
tiempo. A diferencia de los sistemas dindmicos continuos, que cambian de estado de ma-
nera continua, los sistemas dindmicos discretos avanzan en pasos discretos, que general-
mente se definen en términos de una funcién de transicidon o una ecuacion de recurrencia.

En general, una ecuacion de recurrencia para un sistema dindmico discreto se puede es-
cribir de la siguiente manera:

X(tni1) = F(X(tn) twi ), n=0,1,2,3, ... (3.3)

Aqui, x(¢,,) representa el estado del sistema en el tiempo discreto t,, y f(X(¢,),tn; 1)
es una funcién que describe la evolucién del sistema de un estado a otro en funcién del
tiempo discreto ¢,, y los pardmetros p del sistema. La secuencia de tiempos discretos
puede ser cualquier secuencia adecuada, como {1, ts, ..., t,,...} conn = 1,23, ..., y no
necesariamente tiene que ser una secuencia de enteros consecutivos.

3.1.1. Estabilidad lineal de estados estables
Un estado z* de un sistema dindmico se dice que es un punto fijo si, para cualquier con-

dicién inicial z(0) suficientemente cercana a x*, la solucién z(t) del sistema dindmico
converge a x* cuando ¢ tiende a infinito.

9 PROYECTO TERMINAL II



3.1 ‘Teoria de los sistemas dindmicos 3 SISTEMAS DINAMICOS

Formalmente, se dice que x* es un punto fijo si lim;_,,, x(t) = x* para cualquier condi-
cion inicial z(0) suficientemente cercana a x*.

Esta definicién nos muestra que un estado de punto fijo en un sistema dindmico es aquel
en el cual el sistema tiende a converger a dicho estado a medida que el tiempo tiende a
infinito, independientemente de la condicion inicial cercana a dicho estado, de modo que
un estado de punto fijo satisface:

T(z*) =F(x"t;u) =0 (3.4)

La estabilidad lineal de un estado estable en un sistema dindmico se puede analizar me-
diante el estudio de las soluciones de las ecuaciones linealizadas alrededor del punto fijo.
La idea bésica es que si las soluciones de las ecuaciones linealizadas convergen hacia el
punto fijo, entonces se dice que el punto fijo es estable; en cambio, si las soluciones di-
vergen del punto fijo, entonces se dice que el punto es inestable. El andlisis de estabilidad
lineal se basa en la aproximacion de la dindmica del sistema en las proximidades del es-
tado estable mediante un desarrollo en serie de Taylmﬁ alrededor del punto de equilibrio
[14,116].

Considerando un sistema como en la ec. [3.2]y un estado estable © = z* que satisface la
condicion de la ec. se quiere conocer cual es el comportamiento de las orbitas cerca
de dicho punto.

x(t) = " +n(t); n(t) — pequeifio

Cuya aproximacion en serie de Taylor alrededor de z* queda:

dx

= = [F(z*) + DF(z") -+ O(n)] (3.5)

Donde O(n?) son descartables y F'(z*) = 0 por la condicién

dz dn
= DF(x") -n=—
(&%) -n=—

i (3.6)

Esto permite expresar la dindmica del sistema en términos de una matriz jacobiana, que
es una matriz de coeficientes que describen cdmo las variables del sistema se relacionan
entre si en las proximidades del estado estable. La matriz jacobiana se calcula evaluando
las derivadas parciales de las funciones del sistema con respecto a cada una de las varia-
bles del sistema en el estado estable. Luego, se evalia la matriz jacobiana en el estado
punto fijo y se diagonaliza para obtener los autovalores y autovectores correspondientes.
Los autovalores podrén ser reales o complejos en parejas de pares conjugados (cuando las

?La aproximacién de serie de Taylor es una técnica matemadtica que se utiliza para aproximar una funcién
alrededor de un punto mediante una serie infinita de términos de la forma a,, (z — a)™, donde a es el punto
alrededor del cual se estd aproximando la funcién y n es un ndmero entero no negativo que indica el orden
de la aproximacién. La aproximacién en serie de Taylor de una funcién f(x) alrededor del punto a hasta el
orden n se puede escribir como:

n (k) a
fy~ Y T

k=0

donde f*)(a) denota la k-ésima derivada de la funcién f evaluada en el punto a y k! es el factorial de k.
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3.1 ‘Teoria de los sistemas dindmicos 3 SISTEMAS DINAMICOS

ecuaciones tienen soluciones complejas, el polinomio caracteristico tendrd raices comple-
jas conjugadas. Esto se debe a la propiedad de los polinomios de coeficientes reales de
tener raices complejas conjugadas si alguna de ellas es compleja [13]).

La ec. [3.6)es un problema del tipo

dy A

at
es una ecuacion diferencial lineal de primer orden, donde A es una matriz constante (dado
que la linearizacién es local, se obtiene evaluando la matriz jacobiana del sistema en el
punto fijo) y y es un vector de funciones desconocidas de la variable ¢. Podemos relacionar
esta ecuacion con la ecuacion de valores propios Ay = Ay, donde \ es un escalar y y es
un vector propio correspondiente a .

Y

Supongamos que A es diagonalizable, lo que significa que existe una matriz invertible
P tal que A = PDP~!, donde D es una matriz diagonal cuyos elementos diagonales
son los valores propios de A y P es una matriz cuyas columnas son los vectores propios
correspondientes. Entonces, podemos escribir la solucién general de la ecuacion y = Ay
como:

n
y(t) = cre™loy + ey + - 4 cpetto, = Z c;eMt; (3.7)
i=1
donde cy, ¢y, . . ., ¢, son constantes arbitrarias, Ay, A9, ..., A, son los valores propios de la
matriz A,y vy, v9, ..., v, son los correspondientes vectores propios.

Para verificar que la solucién general y(t) = cie v + cpe*?vy + - - - + ¢ e v, satisface
la ecuacién diferencial y = Ay, debemos sustituirla en la ecuacién y comprobar que se
cumple.

Primero, tomemos la derivada de la solucion general con respecto al tiempo:

d (1) = d
a\ T a
= N ey + oo™y + - - £ e\ e,

= AcreMy + Agcge?tug + - -+ \yenetu,

<016A1t01 + 026’\2t712 4+ -+ cne’\"tvn>

Luego, multipliquemos la matriz A por la solucién general:

Ay(t) =A (Cle/\ltvl + 626)‘2t1}2 NI Cne)\nt’l)n>
— Cle)\1tAU1 + Cze)\ztAUQ 4.+ Cne)\ntAUn

= 1M\ + 2™ Ao + - - - + ¢ e\ 0,

Si las columnas de la matriz A corresponden a los vectores propios vy, vs, . . . , U, €ntonces
Av; = A\, y por lo tanto, Ay(t) = Acie*toy + Aacoetvy + -+ - + N etnto,.
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3.1 ‘Teoria de los sistemas dindmicos 3 SISTEMAS DINAMICOS

De esta manera, podemos ver que 4(t) = Ay(t) se cumple, dado que:
AcreMtoy + Aocoe™ g + - -+ Apcne o, = Acre™M oy + Aacoe™ oy + - -+ Apcne o,

Para encontrar los valores propios de una matriz A, necesitamos resolver la ecuacion
caracteristica:

D(X) = det(A — AI) =0

donde [/ es la matriz identidad del mismo tamafio que A. Los valores de A que hacen que
esta ecuacion sea verdadera son los valores propios de la matriz A.

Supongamos que tenemos la ecuacién diferencial y = A - y, donde y es un vector y A es
una matriz constante. Al considerar una transformacion del tipo

2(t) = T -y(t)
como se hace en [16], tenemos la ecuacién z = T - ¢, donde z es otro vector y 7' es una

matriz constante. Si definimos C' = T'- A-T~1, entonces podemos transformar la ecuacién
Z2="T-yenlaformaz = C - z de la siguiente manera:

Empezamos por reemplazar y por A - y en la ecuacion Z = 1" - ¢ para obtener:
S=T (A y) = (T-A) -y

Luego, podemos multiplicar ambos lados de esta ecuacién por 7! por la derecha para
obtener:

Tl i=T1(T-A)-y=A-y

A continuacién, podemos reemplazar y por 7! - z en esta ecuacién para obtener:

TV 2=A-(T" 2)

Podemos multiplicar ambos lados de esta ecuacion por 7' por la izquierda para obtener:

F=T -(A- (T 2))
Y finalmente, si 7 = P~ ':
=P (A-(P2)

Usando la propiedad asociativa de la multiplicaciéon de matrices, podemos reescribirlo
como:

2= (P 'AP) -z

12 PROYECTO TERMINAL II



3.1 ‘Teoria de los sistemas dindmicos 3 SISTEMAS DINAMICOS

entonces podemos escribir A = PDP~!, donde P es la matriz cuyas columnas son los
vectores propios de A y D es la matriz diagonal cuyos elementos diagonales son los
valores propios correspondientes.

(= (P 'PDP'P).- 2= D=z

Sin embargo, si A no es diagonalizable, entonces no podemos escribir A como PDP~!
lo que implica que la matriz de transformacién 7' # P~!,

Para el caso en que A sea diagonalizable:

01 0 0 A1 0 0
D:[é %1, =10 o, 0 y A=]0 Ay O
0 0 oy 0 0 A,

o w
con A, = [_(L" Jm].
m m

Donde D representa la matriz diagonal que contiene la informacion de los valores propios
del sistema que rigen la dindmica (2, A), 3 contiene la componente real de los valores
propios en su diagonal y A una matriz diagonal que almacena la informacién para cada
uno de los valores propios A,,, A, almacena los valores para cada valor propio (parte real
y parte compleja (si hay)). Los valores propios de la matriz diagonal estardn dados como
A; = 0; + 1w;. En los sistemas dindmicos, los valores propios proporcionan informacién
sobre las propiedades del sistema y su comportamiento a largo plazo [16]. A continuacién
se presentan algunas de las propiedades que se pueden deducir de los valores propios de
la matriz de coeficientes A en un sistema dindmico y = Ay:

Estabilidad del sistema: Los valores propios de A determinan la estabilidad del sistema.
Si todos los valores propios tienen una parte real negativa, entonces el sistema es
estable y cualquier solucion inicial tiende a cero cuando ¢ — oo. Si al menos un
valor propio tiene una parte real positiva, entonces el sistema es inestable y las
soluciones divergen a medida que ¢ aumenta. Si hay algin valor propio con parte
real cero, entonces el sistema es marginalmente estable y la solucion puede oscilar
o decaer lentamente dependiendo de los valores propios complejos conjugados.

Comportamiento asintdtico: El comportamiento asintético de las soluciones del siste-
ma estd determinado por los valores propios de A. Si todos los valores propios
tienen una parte real negativa, entonces las soluciones del sistema convergen a ce-
ro cuando ¢ — oo. Si hay algun valor propio con parte real positiva, entonces las
soluciones divergen a medida que ¢ aumenta. Si hay algin valor propio con parte
real cero, entonces las soluciones pueden oscilar o decaer lentamente dependiendo
de los valores propios complejos conjugados.

Atractores y repulsores: Los valores propios de A también pueden usarse para identifi-
car los atractores y repulsores del sistema. Si todos los valores propios tienen una
parte real negativa, entonces el origen es un atractor del sistema y todas las solucio-
nes convergen a él cuando ¢ — oo. Si hay algun valor propio con parte real positiva,
entonces el origen es un repulsor del sistema y todas las soluciones se alejan de €l
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cuando ¢ aumenta. Si hay algin valor propio con parte real cero, entonces el ori-
gen puede ser un centro o un nodo dependiendo de los valores propios complejos
conjugados.

De manera mas precisa cuando la matriz A es la matriz Jacobiana como en la ecuacién
evaluada en el punto estable:

= Si todos los valores propios tienen partes reales negativas, el punto de equilibrio se
considera estable y el sistema volverd a ese punto después de pequeiias perturbacio-
nes.

= Siuno o mds valores propios tienen partes reales positivas, el punto de equilibrio es
inestable y cualquier perturbacidn llevard al sistema a alejarse de ese punto.

Los valores propios también pueden proporcionar informacién sobre el comportamiento
del sistema en las cercanias del punto de equilibrio. Si los valores propios tienen partes
imaginarias no nulas, entonces el sistema exhibe oscilaciones cerca del punto de equilibrio
como se observa en la figura (Il Ademas, si hay valores propios con partes reales cercanas

a cero, el sistema puede mostrar un comportamiento complejo como caos o bifurcaciones
(18, [17].

)\j =0j +2w]'

g;<0,w;#0 g<=0w, =0 4

t ff I

a; = 0, mI-?E[JI t g; = (, mI-=[JI ..

-~
~

Figura 1: Representacion de los distintos comportamientos de acuerdo al valor propio.
y(t) Es la solucién general dada por la ecuacién A; es el valor propio. Sio; <0 —
estable , 0; > 0 — inestable cuando w; # 0 se produce movimiento espiral en el
plano de los vectores propios, cuando w; = 0 movimiento lineal recto a lo largo de la
direccion del vector propio. Figura tomado de la Ref. [[16].
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3.2. Subespacios invariates

El espacio tangente en un punto de equilibrio es el espacio que describe las posibles
direcciones en las que el sistema puede evolucionar cerca de ese punto, en la teoria de
estabilidad se consideran principalmente los subespacios invariantes del espacio tangente
siguientes:

Subespacio estable representa el espacio vectorial generado por los vectores vy, vs, . . . , Uk,
que corresponden a los autovectores asociados a los valores propios con parte real
negativa Re(\) < 0 de la matriz Jacobiana evaluada en el punto de equilibrio.

E°® = span{vy, v, ..., v} (3.8)

en E? el término span se refiere al espacio vectorial generado por el conjunto de
vectores vy, Vs, . .., Uk.

Subespacio central representa el espacio vectorial generado por los vectores wy, W, . . . , Wy,
que corresponden a los autovectores asociados a los valores propios con parte ima-
ginaria no nula y Re(\) = 0 de la matriz Jacobiana evaluada en el punto de equili-
brio.

E°¢ = span{wy, ws, ..., w,} (3.9)

Subespacio inestable representa el espacio vectorial generado por los vectores uy, ug, . . ., Uy,
que corresponden a los autovectores asociados a los valores propios con parte real
positiva Re(\) > 0 de la matriz Jacobiana evaluada en el punto de equilibrio.

E" = span{uy, ug, ..., upy} (3.10)

los vectores u, v y w son autovectores asociados a los valores propios de la matriz Jacobia-
na. Estos autovectores son soluciones especiales de la ecuacion Av = \v, donde A es la
matriz Jacobiana y A es el valor propio correspondiente. Cada subespacio invariante esta
compuesto por un conjunto de autovectores que son linealmente independientes entre s,
es decir, no se pueden expresar como combinaciones lineales de los demads. Estos autovec-
tores u;, v; y w; pertenecen al espacio tangente en el punto de equilibrio y estan asociados
a los valores propios con parte real positiva, parte real negativa y parte imaginaria no nu-
la, respectivamente. LLos subespacios invariantes £°, £“ y E* son subespacios vectoriales
que se extienden en el espacio tangente en el punto de equilibrio, y estdn formados por las
combinaciones lineales de los autovectores correspondientes.

La dimension ng del subespacio estable estd determinada por el nimero de auto vectores
asociados a los auto valores con Re(A) < 0 de la matriz jacobiana del sistema evaluada
en el punto de equilibrio. De manera similar con la dimension del subespacio de estados
inestables n,, Re(\) > 0y la dimension n,, de centros Re(\) = 0. Las dimensiones de los
subespacios ns, 1, y 1, representan el nimero de direcciones independientes en las que
el sistema puede evolucionar cerca del punto de equilibrio y la suma de sus dimensiones
corresponde a la dimensién total del espacio de fase V.

N =ng +ny + ny
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3.3. Orbita periodica

Una orbita periddica es la representacion de un tipo especial de solucion para un sistema
dindmico: aquella que se repite a si misma en el tiempo, z(t), es una solucién periddica si
existe una constante 7 > 0 tal que

z(t) =z(t+ 1)

para todo ¢. El periodo de esta solucién se define como el minimo valor de 7. La imagen
del intervalo de periodicidad [0,7] bajo z| en el espacio de estados R™ se denomina 6rbita
periddica o ciclo [20].

El andlisis de la estabilidad de las 6rbitas periddicas nos ayuda a comprender cémo las
perturbaciones afectan la dindmica del sistema [14]. Si una 6rbita periddica es estable,
el sistema permanece cerca de ella frente a perturbaciones, mientras que si es inestable,
las perturbaciones pueden desviar al sistema. Una de los procedimientos para analizar la
estabilidad de una drbita en un sistema dindmico es utilizar las ecuaciones que rigen al
sistema y una variacion infinitesimal de la 6rbita. Supongamos que tenemos un sistema
dindmico descrito por una ecuacion diferencial ordinaria de la forma:

dx

- E - f(m(t)vt;/vb)

T
donde x es el vector de estado del sistema 'y f(z) es una funcién que describe la evolucion
del sistema. Si x( es una Orbita del sistema, es decir, una solucién que se repite en el

tiempo, podemos analizar su estabilidad utilizando la variacion infinitesimal dz alrededor
de la orbita.

Supongamos que x(t) es una 6rbita del sistema dindmico (una solucién que se repite
en el tiempo) y que Jz(t) es una pequeiia perturbacion infinitesimal alrededor de la 6r-
bita. Entonces, la solucién z() del sistema dindmico que corresponde a la perturbacién
infinitesimal se puede escribir como:

x(t) = xo(t) + dx(t)
La derivada de la solucién perturbada z(t) con respecto al tiempo es:

dr  d(xo+dz) dzy N d(6z)
dt dt Cdt dt

La derivada de la orbita original xy(¢) con respecto al tiempo se puede escribir como:

dl’o

Ezf(ﬂﬂo)

La derivada de la perturbacion infinitesimal () con respecto al tiempo se puede escribir
como:
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d(ox) d dx  dxg
= —(z(t) —xo(t)) = — — ==
g~ ag W e = =y
Sustituyendo las expresiones anteriores, tenemos:
d(ox dr dx
) 480 _ pa)— (o)

dt  dt  dt

Al desarrollar la funcién f(z) en una serie de Taylor alrededor de x,, obtenemos una
expresion que nos permite escribir la variacion dz en términos de la matriz jacobiana
D f(x0) y la perturbacion infinitesimal 0.

f(x) = f(wo) = D f(z0)0x

Como la perturbacion infinitesimal dx es pequeiia, se puede aproximar la funcién f(z)
alrededor de z. La serie de Taylor de primer orden de f(z) alrededor de z es:

f(@) = f(x0) + Df (o) (x — x0) + O(|z — xol*)

donde D f(zy) es la matriz jacobiana de f(x) evaluada en xy. Como la perturbacién infi-
nitesimal es dz = x — xy, podemos escribir la serie de Taylor de f(x) como:

f(@) = f(x0) + Df (wo)dz + O(|0x[?)

La expresion O(|dx|?) representa los términos de orden superior en la expansién de la
serie de Taylor, que son despreciables para perturbaciones infinitesimales. Al sustituir
esta expresion en la ecuacion
d(ox) dr  dxg
b dt dt

, se obtiene:

d(0x)
dt

= f(z) = f(z0) = Df(x0)dz + O(|oz]?)
Como se desprecian los términos de orden superior, se tiene que:

d(dz)
dt

La ecuacién diferencial lineal es una ecuacién vectorial en la que dx es un vector y
D f(xo) es una matriz jacobiana.

= Df(xy)dz (3.11)

Dado que D f(x) es una matriz jacobiana, podemos diagonalizarla mediante una matriz
de cambio de base P. Esto implica encontrar una matriz diagonal D y una matriz invertible
P tal que D = P7'Df(x)P. La matriz diagonal D contiene los valores propios de
D f(x¢) en su diagonal.
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Al realizar un cambio de variable 6y = P~'§x, podemos reescribir la ecuacién diferencial
como:

d(dy)
——= =D 3.12

7 y (3.12)
Donde D es la matriz diagonal obtenida mediante la diagonalizacién de D f(x(). Dado
que la matriz D es diagonal, las componentes de dy evolucionan de manera independiente
y se puede resolver la ecuacion para cada componente por separado. Cada componente
0y, sigue una ecuacién diferencial simple de la forma

d(dy;)
dt

= Duﬁyi,

donde D;; es el valor propio correspondiente a dy; en la matriz diagonal D.

La solucién general para cada componente dy; es de la forma dy;(t) = CePii!, donde C
es una constante determinada por las condiciones iniciales.

Para volver a la variable original se utiliza la relacién dx = Pdy de modo que se obtiene
la solucién para dz en términos de los valores propios y vectores propios de D f(xg).

La solucién general para oz es de la forma 6z (t) = Poy(t) = P [C’leht Coer?t . C’ne’\"t} ,

donde C', Cy, .. ., C,, son constantes determinadas por las condiciones iniciales, A1, Ao, . . .

son los valores propios de D f(z() y P es una matriz formada por los vectores propios v;
de Df(l‘o)

n
6x(t) = cre™vy + cpetvy + -+ + et = Z c;et; (3.13)
i=1

Se nota que el procedimiento que se desarroll6 fue parecido al andlisis de estabilidad de
puntos fijos, ya que las orbitas periédicas pueden considerarse como puntos fijos de un
mapeo [16] (si consideramos un mapeo discreto para describir la evolucién del sistema
en intervalos discretos de tiempo). El vinculo entre 6rbitas périodicas y los puntos fijos
radica en que al estudiar la estabilidad de los puntos fijos del mapeo nos permite inferir
informacion sobre la estabilidad de las drbitas periddicas correspondientes en el sistema
dindmico continuo.

Considerando el caso mds simple en el que solo tenemos un valor propio A y una constante
C'. Entonces de la ecuacién la solucién para 0z serfa dz(t) = Ce*v;. Dado que los
vectores propios en P estdn normalizados, la norma euclidiana de un vector propio es 1,
entonces:

Cuando se toma el valor absoluto de esta solucién, tenemos |0z(t)| = |Ceruv,| = |C||e.

|6x(t)| = |CleM = CeM (3.14)
Si asumimos que la orbita es estable, es decir, que todas las perturbaciones infinitesima-
les alrededor de la 6rbita convergen a cero a medida que el tiempo avanza, entonces la

variacion infinitesimal dx debe ser acotada por una funcién exponencial negativa:
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02(t)] < CeM (3.15)
Para todo ¢ > 0, donde A\ < 0.

Si las perturbaciones infinitesimales convergen a cero, entonces la drbita es estable; de lo
contrario, la orbita es inestable. Si la orbita es inestable, entonces la variacion infinitesimal
0x se alejara exponencialmente de la drbita original, pero de forma creciente y acelerada,
es decir:

|6a:(t)| > CeM (3.16)
donde C' es una constante y A es la tasa de crecimiento exponencial, con A > 0.

Cuando C' = 6x(0) al resolver para \ y considerar ¢ — oo en la ecuacion se obtiene
su relacion con el exponente de Lyapunov en el contexto del andlisis de estabilidad de
sistemas dindmicos [21]. El exponente de Lyapunov es una medida de la sensibilidad
del sistema a las perturbaciones iniciales, proporciona informacién cuantitativa de la tasa
de divergencia o convergencia exponencial de las trayectorias con condiciones iniciales
cercanas en un sistema dindmico, viene descrito por la ecuacion [3.17]

L (o))
A= lim I <]§x(0)|) (3.17)

donde dx(t) es la perturbacion infinitesimal alrededor de la érbita en el tiempo ¢ y dz(0)
es su magnitud inicial.

Un exponente de Lyapunov negativo indica estabilidad, mientras que un exponente de
Lyapunov positivo indica inestabilidad. Cuando el exponente de Lyapunov es cero, se dice
que la 6rbita periddica tiene una estabilidad neutral (las perturbaciones infinitesimales
alrededor de la o6rbita periddica ni se amplifican ni se reducen a medida que el tiempo
avanza).

Otra manera de analizar la estabilidad de 6rbitas periddicas en sistemas dindmicos es con
el uso de la teorfa de Floquet (véase Apéndice [A) y con técnica de seccion de superficie
de Poincaré. La teoria de Floquet y la técnica de seccién de superficie de Poincaré son
dos herramientas utiles para el estudio de la estabilidad de sistemas dindmicos [14] [16]
[18]. Ambas técnicas se utilizan para analizar las orbitas periddicas en puntos estables,
pero utilizan enfoques diferentes.
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3.4. Técnica de seccion de superficie de Poincaré

Para pasar de una ecuacién diferencial de la forma & = F'(z) a un mapa discreto de la
forma #,.; = M(%,), podemos utilizar un método numérico conocido como “método de
Euler"6 “método de integracién numérica”.

El método de Euler consiste en aproximar la solucién de la ecuacién diferencial mediante
una serie de pasos finitos de tiempo [14]]. En cada paso, se utiliza la ecuacion diferencial
para calcular la pendiente en el punto actual, y se avanza un pequefio paso en la direccion
de esta pendiente para obtener el siguiente punto.

En términos matematicos, el método de Euler se puede expresar de la siguiente manera:

Tyt = Ty + F(x,) At

donde z,, es el valor de x en el paso n, F'(z,) es la funcion F' evaluada en z,,, y At es el
tamano del paso de tiempo.

De modo que para obtener un mapa discreto, simplemente podemos escribir la ecuaciéon
de Euler en términos de Z,, y Z,41, y expresar Z,,.1 como una funcién de Z,,. Esto nos da
el siguiente mapa discreto:

Fnst = B + F(2,)AL (3.18)

La ecuacion nos permite calcular el valor de Z en el siguiente paso discreto, dado su
valor actual Z,, y la funcion I’ que describe su evolucién continua. Cabe destacar que el
método de Euler es un método numérico de primer orden y que puede introducir errores en
la aproximacion de la solucién continua [14]]. Ademads, existen otros métodos numéricos
mds precisos que pueden ser utilizados para obtener mapas discretos a partir de ecuaciones
diferenciales.

Para pasar de un sistema continuo a uno discreto es posible utilizar la técnica de seccion
de superficie de Poincaré la cual es una herramienta util para convertir una ecuacién di-
ferencial # = F'(x) en un mapa discreto Z,,,1 = M(%,) que conserva la dindmica del
sistema original en una cierta superficie de seccion.

Para aplicar la técnica de seccion de Poincaré, se debe elegir una superficie de seccion
transversal al flujo de la dindmica del sistema original. Esta superficie de seccion debe
ser elegida de tal manera que el flujo atraviese la superficie de seccién siempre en la
misma direccién. Una vez que se ha elegido una superficie de seccion, se puede definir
un mapa discreto que mapea cada cruce de la trayectoria con la superficie de seccion a
otro punto en la misma superficie: se elige un punto inicial Z( en la superficie de seccion,
y se sigue la trayectoria del sistema original hasta que la trayectoria cruza la superficie
de seccién por primera vez. En este punto de cruce, se define el valor del mapa discreto
como Z,, = M(%,), donde %, es el valor de la trayectoria en el punto de cruce y &,
es el valor de la trayectoria en el proximo cruce de la superficie de seccion.
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El mapa discreto obtenido mediante la técnica de seccion de Poincaré s6lo conserva la
dindmica del sistema original en la superficie de seccion elegida, y puede no ser represen-
tativo de la dindmica global del sistema.

Con el propésito de estudiar la estabilidad de un punto fijo z* de un mapa discreto
Zni1 = M(%,) tambien se puede aproximar el mapa alrededor del punto fijo utilizan-
do una expansion en serie de Taylor y luego analizar las propiedades de la serie de Taylor
para determinar la estabilidad del punto fijo.

La expansion en serie de Taylor del mapa discreto alrededor del punto fijo * se puede
escribir como:

M(x) = M(x*) + M'(z*)(x — 2) + %M”(m*)(x —z*)? + %M”’(m*)(w — )P+ ..

donde M'(z*), M"(x*) y M"(z*) son la primera, segunda y tercera derivada de M (z)
evaluadas en el punto fijo z*.

Al aproximar el mapa discreto por la serie de Taylor, podemos obtener una expresion para
la iteracion del mapa discreto en términos de las desviaciones de x desde el punto fijo =¥,
como:

Tnp1 = M(2* + €,) = M(x*) + M'(x%)e, + 3 M (x%)e2 + s M (2*)ed + ..
donde ¢,, = %, — z* es la desviacion del punto Z,, del punto fijo x*.

Considerando €,, — pequeio, se reescribe como:

o1 = M(x" 4+ €,) = DM (x%)e, = €11 (3.19)
La ec[3.19]es un problema de la forma
o1 = A+ G (3.20)

Donde se buscan soluciones de la forma ¢, = A"0, de modo que :
Ay = AL A
Donde se consigue pasar a una ecuacién de valores propios similar a las que ya hemos
estudiado
A-0=X0
Los valores propios se obtienen se resolver la ecuacion caracteristica
D(\) =det(A—XI)=0
|A;| <1 Cuyas direccion de los vectores propios son asintoticamente estables.

|Aj| > 1 Direccion de los vectores propios inestables.

Los puntos fijos son simplemente el caso especial de una 6rbita periddica de periodo 1,
donde el punto se repite después de una sola iteracion. Si ahora se considera que hay una
orbita de periodo p, donde p indica el nimero de veces que la dbita cruza a traves de la
seccion de superficie de poincaré, para el mapa iterado p veces MP. Un punto fijo serd
aquel que satisfaga &7 = MP(27}) cuyo problema es del tipo como en la ecuacién m
pero ahora la matriz A es DMP(Z;), cuyo regla de la cadena:

DMP(x%) = DM(xj_y) DM (x5 _,)... DM (x7)

21 PROYECTO TERMINAL II



3.5 Manifolds 3 SISTEMAS DINAMICOS

3.5. Manifolds

Manifold (tambien conocida como variedad) en matematicas, es una generalizacion y abs-
traccion de la nocién de una superficie curva; un manifold es un espacio topolégico que se
modela de cerca sobre el espacio euclidiano localmente (es decir, alrededor de cada punto
hay un vecindario que es topoldgicamente igual al conjunto unidad abierto en R™) pero
puede variar ampliamente en sus propiedades globales [22]. Por ejemplo, en el caso de
una esfera, podemos decir que cada punto tiene un vecindario que es homeomorfo a un
conjunto abierto en R?. La nocién de homeomorfismo implica que hay una corresponden-
cia continua y biyectiva (correspondencia uno a uno entre los conjuntos y sus imigenes)
entre los conjuntos, y tanto los conjuntos como sus inversos son conjuntos abiertos en
sus respectivos espacios. Esto significa que localmente, en un entorno alrededor de cada
punto en la esfera, podemos encontrar una regiéon que se asemeja topologicamente a un
conjunto abierto en el plano euclidiano R? (veasé figura .

Figura 2: En una esfera, cada punto tiene un vecindario que es homeomorfo a un conjunto
abierto en R%.

Una variedad invariante es un subconjunto de un sistema dindmico que permanece sin
cambios bajo la evolucion del sistema, estd relacionada con la estabilidad de un sistema
dindmico, algunas variedades invariantes pueden ser la variedad central, variedad inesta-
ble y la variedad estable.

3.5.1. Variedad central

En un sistema dindmico la variedad central representa las trayectorias que no crecen ni
decaen rdpidamente, estas trayectorias estdn en un equilibrio entre la estabilidad y la ines-
tabilidad en las cercanias del punto del punto fijo, contiene a las trayectorias que no con-
vergen rapidamente hacia un punto fijo ni se alejan rdpidamente de él. La variedad central
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W€ tiene la misma dimension y es tangente al subespacio central £°.

dim(W°) = n, (3.21)

3.5.2. Variedad estable

Una variedad estable (117%) es una variedad invariante que describe como las soluciones
del sistema convergen hacia el punto fijo estable a medida que el tiempo avanza. La geo-
metria de la variedad estable estd determinada por los valores propios negativos de la
matriz jacobiana del sistema evaluada en el punto fijo estable, de modo que la variedad
estable es un subespacio de la dimensién del nimero de valores propios negativos que se
extiende desde el punto fijo estable en direcciones especificas en el espacio de fase. La
dimension de la variedad estable 1/7* de un punto fijo o Orbita periodica sera equivalente
a la dimension del subespacio de estados estables £2° y W* es tangente al mismo.

Vo e Wy, lim ¢(z) = P
t—o0

dim(W*) = n, (3.22)

3.5.3. Variedad inestable

Una variedad inestabe (1/7*) es una variedad invariante que representa todas las soluciones
que eventualmente se alejan de un punto fijo inestable del sistema. La geometria de la va-
riedad inestable estd determinada por los valores propios positivos de la matriz jacobiana
del sistema evaluada en el punto fijo inestable, de manera que la variedad inestable es un
subespacio de la dimensién del nimero de valores propios positivos que se extiende desde
el punto fijo inestable en direcciones especificas en el espacio de fase. De modo que la
dimension de la variedad inestable /* de un punto fijo o érbita periodica serd equivalente
a la dimensién del subespacio de estados inestables £* y W* es tangente al mismo como
se puede observar en la figura[3]

Vo € Wu’tl}I—noo ¢i(x) =P

dim(W*) = n, (3.23)

Figura 3: Representacion de W* y W*. Imagen tomada de la Ref. [16] .
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En la figura[3|a) Muestra las variedades 1V * y W'* con sus respectivas direcciones con y un
punto fijo y cada variedad tangente a sus respectivos subespacios 2y E* b) Representa
la dimensién ng = 2y n,, = 1 al igual que se nota que la parte compleja del valor propio
es distinta de cero, la que provoca el movimiento espiral hacia el punto fijo.

Las variedades estables e inestables pueden intersectarse en puntos que no son puntos fijos
del sistema, pero no pueden intersectarse en si mismas como se observa en la figura 4]

W= ()

H_:"ll [':I_,'}

Figura 4: Las variedades W* y W*" se pueden cruzar entre si pero no asi mismas. Imagen
tomada de la Ref. [16] .

En la figura 4 a) v Representa un punto fijo donde se interceptan la variedad estable y la
inestable, los nimeros £3, £2, +1, 0 representan puntos de intercepcion no fijos de las
variedades, se observa que las intersecciones solo ocurren entre variedades no iguales b)
Hay dos puntos fijos 71 y 72, en dichos puntos se interceptan las variedades W* 'y WW*.

En la figura [4] a) se representa una interseccién homoclinica, que ocurre cuando la tra-
yectoria del sistema sigue la variedad inestable de un punto fijo y luego se cruza con su
variedad estable y b) representa la interseccion heteroclinica, que ocurre cuando dos tra-
yectorias diferentes del sistema se encuentran en un mismo punto fijo, una siguiendo la
variedad inestable de un punto fijo y; y otra siguiendo la variedad estable de otro punto
fijo .. Es importante aclarar que no se trata de la interseccién de una trayectoria con-
sigo misma, sino de la interseccion de trayectorias que siguen las variedades estables e
inestables de diferentes puntos fijos en el sistema dindmico.
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3.6. Ejemplo: Oscilador fijado

En esta seccion se proporciona un ejemplo, con el fin de analizar la estabilidad del sistema
en los puntos fijos. El sistema consiste en un cuerpo de masa m que se desliza sin friccién
sobre una barra horizontal y estd conectado a un resorte de longitud [ que se encuentra a
una distancia a de la barra horizontal.

I=Longitud de resorte

m= masa del cuerpo
fijado

Figura 5: Esquema del sistema propuesto.

Se nota que la masa m en la posicién x provoca que el resorte se encuentre estirado. Para
conocer que tanto se encuentra estirado el resorte se puede aprovechar la simetria que
presenta el problema. El valor ¢ se puede conocer dado que:

c2:a2+x2

c=+vVa?+ x?
De modo que se ahora se puede conocer que tanto se estird el resorte

l'=c—1l=vVa?+22 -1

Se procede a encontrar la ecuacion de movimiento del sistema, con las ecuaciones de
Euler-Lagrange. El comportamiento del sistema es meramente unidimensional, por que
es facil observar que la coordenada generalizada es .

a(ony or_
dt \ 0q dqg

L=T-V

cuya Lagrangiana viene dada por:

T siendo la energia cinética 'y V' la energia potencial elastica.

k k>
L:%i’2—§l/2:%j}2—§ (V(l2+3§'2—l)2
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k
L= Tij—*(CL2+$2—21\/G2+1‘2—|—12>

2 2

oL _}i oL\ .

o " Tat\ox) T ™
Gj__kx+7klx —a—L——km 1—7Z
or N Va2 + 12

mx + kx (1 — l) =0 (3.24)
La ecuacién [3.24] representa la ecuacién de movimiento que decribe al sistema mencio-
nado anteriormente, donde m es la masa del cuerpo, & es la aceleracion del cuerpo en la
direccién horizontal, % es la constante del resorte y x es la posicidn del cuerpo respecto a
la barra horizontal. En esta ecuacidn, el primer término m& representa la masa del cuerpo
y su aceleracién. El segundo término kz (1 — ﬁ) representa la fuerza elastica del
resorte, que depende de la posicién = del cuerpo.

3.6.1. Variedades del problema

Considerando la ecuacion de movimiento [3.24] para una particula de masa m unida a un
resorte de constante de resorte k, con un extremo del resorte fijo y el otro extremo unido

a la particula.
l
mi+kr|{l—-———=———|=0
( Vva? + z? )

Se debe notar que la ecuacion diferencial es de segundo orden, para pasarla a la forma
i=f (l‘ o ,u)

T=1y

gy =kx(l—1/Va%+ x?)
Primero podemos encontrar los puntos fijos del sistema. Para hacerlo, igualamos ambas

ecuaciones a cero y resolvemos para x y y; La aceleracién & a cero, ya que la particula
estd en reposo en el equilibrio. Esto da como resultado:

(3.25)

l
kx|l — ———= | =0=2 =7y
( N w2> ’
Como k es positiva, tenemos dos posibles casos:

(i) Punto fijo trivial: x = y = 0; Esto corresponde a la particula estando en la posicién
de equilibrio, donde la fuerza del resorte y la fuerza no lineal se equilibran.

(i1) Punto fijo no trivial:
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x = +v/{? —a?, 'y = 0; Esto corresponde a la particula estando a una distancia [ del ex-
tremo fijo del resorte, donde la fuerza no lineal cancela exactamente la fuerza del resorte.

Ahora es de interes conocer los valores propios para analizar la estabilidad de los puntos
fijos, podemos calcular la matriz jacobiana del sistema, en cada uno de los puntos fijos,
para simplificar se colocaam =a=1,k=1y[l = 2.

k l
F=(i9) = (?Jy —Eﬁ [1 - m}) (3.26)

Cuya matrix Jacobiana

=8 S |=|__ 1 4]
Ox dy (a2+x2)3/2 (a2+a2)3/2

Primero se considera el primer punto fijo x = y = 0:

SENE

Para encontrar los valores propios resuelve el polinomio caracteristico :

A =JF

=0

D()) = det(A

—I)\):O
pf

0—Xx 1
b 0—AX

Los valores propios para x = 0,y = 0:

det

|:)\2—b:0, X2 =)

A=4+Vbh=41 (3.27)

El punto fijo (0, 0) tiene una matriz jacobiana que es diagonalizable cuyos valores propios
sonly —1.

Para los puntos fijos z = /1% — a2, y = 0.

Jo 1] _Jo 1
e—tvP=  |—3 0] |=¢ 0

Para encontrar los valores propios resuelve el polinomio caracteristico :

A

D()) = det(A

—IN =0
pf
A=tV _c=4iye= i“z/g

Ahora se requiere encontrar los vectores propios asociados a cada valor propios, es decir
se necesita resolver:

(3.28)

(A=X)v=0

Entonces, cuando se resuelve para los puntos fijos se obtiene:

27 PROYECTO TERMINAL II



3.6 Ejemplo: Oscilador fijado

3 SISTEMAS DINAMICOS

e =) (1)
= (V30— v= <_1213 (%)
4_
2 /",;é;;;';;f,’:%jjyj:;;;i~<
[ G N
SN
1 (T{/}‘(g'/ff?\\\‘»?/?ﬁ}\\l\ \
T or | o o ((((®
BERN \\&%;fg\&:yﬁ//l /
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2 ‘:\\\ i\::;f:‘““::f_:f:‘_/‘/ /
-4}
. ; ;
x(t)

Figura 6: Comportamiento de los trayectorias en las cercanias a los puntos fijos conside-

random=1,l=2yk = 1.

En la figura [f] se observan los subconjuntos de puntos correspondientes a £°, E" y E°.
Para los puntos fijos # = ++/12 — a2 = ++/3 el subespacio central tiene dimension 2 y
E*" estan vacios. En cambio para el origen la dimensién para los subespacios estable e
inestable dim£*" = 1, satisfaciendose en ambos casos que N = ng + n, + n. siendo N

la dimension total.

En la figura[7]se observa que el sistema sigue el comportamiento esperado de las trayecto-
rias al tener valores propios reales como se vio en la seccion [3.1.1] Para el punto fijo en el
origen se observan el conjunto de puntos de las trayectorias que convergen a este descritos
por E* y el conjunto de puntos de las trayectorias que se alejan del mismo descritos por
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N % “‘*x__,\i - / / /‘(
\ \\\ s cnad / / /
y ‘\ \ Hi__,.x‘" ":: // // ,ff‘
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! ’/ f/ ’)/// ‘\‘\\\ \ EL..
/ )/ S ‘: — N\ \
Vg S N
/ e TN

Figura 7: Se establece a [ = 3.5 para visualizar mejor la tendencia de las trayectorias en
las cercanias al punto fijo ubicado en el origen.

E", su comportamiento es un punto silla. Las variedades invariantes para el punto fijo en
el origen tienen un comportamiento como el expuesto en la figura (g

Figura 8: Variedades I/“" tangentes a los subespacios £“* en el punto fijo ubicado en el
origen.
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3.7. Manifolds y oérbitas periodicas

Al utilizar el mapeo de Poincaré en un sistema dindmico, se obtiene una representacion
discreta de las trayectorias del sistema que se cruzan repetidamente con una superficie de
seccion transversal llamada superficie de Poincaré. El mapeo de Poincaré implica selec-
cionar puntos de interseccion de la trayectoria con la superficie de Poincaré y mapearlos
hacia la siguiente interseccion. Estas intersecciones corresponden a los puntos en los que
una Orbita pasa a través de la superficie de seccidn en un sentido particular. Las Orbitas
periddicas son trayectorias cerradas que se repiten después de un cierto periodo de tiempo
7 en el espacio fase. Estas orbitas pueden ser representadas por puntos fijos o ciclos limite
en el mapeo de Poincaré.

Los manifolds, como ya se vio en la subseccién [3.5son una estructura matemdtica que
describe la geometria local de un sistema dindmico. En el contexto del mapeo de Poincaré,
los manifold se relacionan con las drbitas periddicas al proporcionar una representacion
geométrica que describe la forma local de estas Orbitas en el espacio de fase [23].

Las 6rbitas periddicas son elementos fundamentales para comprender la dindmica global,
las regiones de atraccion, repulsion y los manifolds estables e inestables asociados a estos
elementos, proporcionan informacién sobre como se estructura el espacio de fase, véase
la figura [9] donde se traza el manifold inestable del sistema dindmico de Arneodo como
se indica en la referencia [24]].

r=y
y= z
i= ar—a22—PBy—=z

con =2y a=23.372.

Figura 9: Manifold local inestable de la orbita periddica para el sistema de Arneodo.
Figura Tomada de [24].

En la figura [J] se forma una estructura (manifold) que describe la forma y la geome-

tria local de esa 6rbita, ademas que proporcionan un método para determinarlo de forma
ndmerica.
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El objetivo de esta seccion ha sido comprender la teoria de los sistemas dindmicos con el
fin de estudiar las Orbitas periddicas y comprender su importancia para el andlisis de la
estabilidad y dindmica de estos sistemas. Hemos analizado conceptos como puntos fijos,
estabilidad, variedades, mapeo de Poincaré y orbitas periddicas.

Abhora, aplicaremos el conocimiento desarrollado en esta seccion para entender la estabili-
dad y dindmica del fluido polariténico interactuante. Mediante el estudio en este sistema,
podremos obtener informacién crucial sobre su estabilidad, evolucion temporal y respues-
ta a perturbaciones. Esto nos permitird comprender mejor las propiedades del mismo.

4. Sistema dimero de polariton

Esta seccidn se enfoca en el andlisis de la estabilidad del sistema de dimero de polariton.
Utilizando las ecuaciones de movimiento derivadas a partir de la GPE y el uso de la
definicion del vector pseudo espin (veasé seccién [2]y apéndice [B]), estudiaremos como las
soluciones del sistema evolucionan en el tiempo y se determinaran las soluciones estables
para las estados simétricos y antimétricos como en la Ref. [7]].

1 1
So =5 [Wly vl wﬂ = SN+ el = Vi cos(20) (D)

S = ; vl —vl] wjl = ;W—WH —ylwa] = yaanssin(2¢)  (4.2)

5= gl —ot] 5] = Jtivn - whp) = P

o1 5 (4.3)

R (4.4)

Las ecuaciones .1 4.2]y [4.1]representan los operadores de pseudo espin para un sistema
de dos componentes donde 1,1 y 1/_; son los operadores de creacion para particulas con
espin +1 y -1, respectivamente.

Tanto S, como S, describen como interactian y se acoplan las especies de polaritones
en el sistema. La ecuacién [4.3| representa el componente z del vector de espin, denotado
como S, . Proporciona informacion sobre la diferencia de densidades entre las dos especies
de fluidos en el condensado. La ecuacién (4.4) calcula la magnitud del vector de espin,
denotado como S. Se simplifica a (n; +n_1)/2, que es la densidad promedio de las dos
especies.

Las ecuaciones de las componentes de spin (ecuaciones {.1] [4.2]y {1.3)) satisfacen el siste-
ma de ecuaciones dado por la ecuacion (cuya deduccion se puede ver en el Apéndi-
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ce Bl mismas que han sido ya estudiadas en la referencia principal (Ref. [7])).

Sy = [u(8) — TS, — S — as.5s,
S, = [u(S) =TS, + &S, + as.5S,
S, = [u(S) — IS, + v(S)S — €S, (4.5)

S = /92452152

$ = [u(S) — T]S + v(S)S. — 7S,

Con
(1+S)p S.p

O - (irsp—5

En general, las ecuaciones [4.5] poseen cuatro puntos fijos, que se obtienen a partir de
las cuatro raices no triviales del sistema algebraico de ecuaciones V(S) = 0. Se nota que
los pardmetros de orden correspondientes ¥1; no estdn fijos en el tiempo, sino que evo-
lucionan proporcionalmente a exp{—i€2(S5)t}, por lo que estas soluciones describen la
emision laser de un solo modo usual del sistema con la frecuencia fija €2(.S) (ecuacion
.6l deduccién en el apéndice [C).

a=(ar—az), v(S)=—

_ £8.8, +7S8,

d=—-Q(5) = — |—(a; — ay)S. 52+ 57

(4.6)

En este modelo la frecuencia se cuenta a partir de la frecuencia de un solo polariton en
los centros de condensacion [7]]. Hay dos puntos fijos que conservan la simetria, Fs y
F,, que proporcionan ocupaciones iguales en los dos centros y corresponden a parame-
tros de orden simétricos y antisimétricos, respectivamente. Hay otros dos puntos fijos F..
que surgen de la ruptura de la simetria con centros de condensacién S, > 0y S, < 0
respectivamente [[7]] (Adn no se han podido determinar en este trabajo).

En las secciones siguientes, se han elegido las unidades de tiempo al establecer ['= 1, lo
que significa que medimos todos los pardmetros v, € y v » en unidades de I', y el tiempo
en unidades de I'"!, al menos que se indique lo contrario.

4.1. Simetria y estabilidad

La simetria se refiere a ciertas propiedades de las ecuaciones o de las soluciones que
permanecen invariantes bajo ciertas transformaciones.

Si consideramos el sistema de ecuaciones @.5) con S, = S, =0y S, = —S, se obtiene
para S, y para S:
Se =—|Zs-T+1]S

§ = [ -T+4]3 @7

Aqui podemos observar una simetria antisimétrica en el sistema. Si S(¢) es una solucién

del sistema, entonces —S(t) también serd una solucién vdlida, entonces si S — —S se
observa que las ecuaciones cambian de signo.
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En cambio cuando consideramos que, S, = S, = 0y S, = —5S, las ecuaciones se
reescriben como: '
S, =|E-T—9|S
S 7 4.8)
S =l -T—9|5

Se observa que hay simetria simétrica puesto que si consideramos el mismo criterio (si
S(t) es una solucién del sistema, entonces —S(¢) tambien) se observa que las ecuaciones
4.8 permanecen igual.

De modo que los estados antisimétrico y simétrico, respectivamente vienen dados por:

Antisimétrico — [=S,0,0]

Simétrico — [+S,0,0] (4.9)

4.1.1. Puntos fijos F,
Ambos puntos fijos (F y F;) tienen ocupaciones iguales en las dos especies, lo que indica
una distribucidén equilibrada entre los componentes del sistema (.S, = 0).

Sustituyendo S, = —S, S, = S, = 0 (estado antisimétrico) en las ecuaciones para S., S'y
y S. (ecuacién 4.5):

SP=52+5+5=(=8)+0"+0* =5

(1+S5)-p P

(1+9)2-852 1+8

v——_SZ'p =0
_(1—1—3)2—53_
as, _ ds. _
dt  dt
dS,  dS
yr _—E—( S-(u="I)—~-8 (4.10)

Simplificando la ecuacién [4.10}

ds
dt 1+S v
Se observa que bastaba con sustituir el estado antisimétrico en la ecuacién para S (ecua-

cién 4.5), si S = 0, se obtiene un bombeo umbral (donde aparece la solucion F,) p, =
I' — v en que se satisface % = 0, en cambio si S # 0:

ds
da _— Z (£ _)_T
S~ 9 (1+S) T
p p
—— | =T—y=p— —=1+SF
(1+S> 1= P Po
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lo que implica que la ocupacién de los condensados en el estado antisimétrico crece li-

nealmente con el bombeo:

P _4__P 4 (4.11)

Po I'—~

4.1.2. Puntos fijos F

Sustituyendo S, = S, S, = S. = 0 (estado simétrico) en las ecuaciones [.5}

S =824 824+ 82 = (82 +0>4+0%=5
x Yy z

o A+S)p _ p
(1+95)32-52 1+8
v——_SZ.p =0
1+ 8)2-82
s, dS
gr :E:(S.(u_p))_y.s 4.12)

Simplificando la ecuacién [{.12}

dS—S-( D —F—’y)

dt 1+
Se observa que bastaba con sustituir el estado simétrico en la ecuacién para S (ecuacién
, si S = 0, se obtiene un bombeo p’ = I' + v en que se satisface Cé—f = 0, en cambio si
S #£0:

ds

a9 _ <p> —T—~

S S 1+8S ’

p / p
—— | =T =p — ——=1+S5
(1 + S) ty=p '+~ *

lo que implica que la ocupacién de los condensados crece linealmente con el bombeo
como en el caso de la ecuacion @111

5:5—1:;;7—1 4.13)

Estos puntos fijos son soluciones estables del sistema, lo que significa que el sistema tien-
de a converger hacia el estado simétrico o antisimétrico dependiendo de las condiciones
iniciales (I', v y p).
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4.1.3. Comportamiento F,y F

En la grifica [I0] se observa los comportamientos de las soluciones F, y Fj, los puntos
fijos (F, 6 F}) estan determinados por el valor de S (que depende del tipo de estado ya
sea antisimétrico/simétrico). Dependiendo de los valores especificos de p, ' y -y, existirdn
diferentes puntos fijos y su estabilidad dependera de las condiciones iniciales del sistema.

Relacidn entrepy S

1.0 +

0.5

-0.5

-1.0
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Figura 10: Soluciones de F,, F; (descritas por las ecuaciones y [4.13)). Linea roja
muestra el comportamiento de la solucién Fj y la azul F},, los puntos negros indican la
discontinuidad en los estados que ocurre cuandopy = p = I'—~y y cuando p’ = p = '+~.
Para generar esta grafica se utilizoal' =1y v = 0.5.

Otro punto fijo es el trivial:
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4.2. Dinamica del sistema

Las condiciones iniciales y las propiedades del sistema, incluyendo el bombeo y otros
parametros (I, 7, €, ), influyen en el comportamiento del sistema y, en consecuencia, en
la dindmica y mezcla de las especies en el condensado. Las condiciones iniciales deter-
minan la configuracién de las variables en el momento inicial, tales condiciones pueden
variar ampliamente y afectardn la evolucion del sistema a lo largo del tiempo. Ademas,
las propiedades del sistema, como el bombeo o la tasa de excitacién externa, junto con
otros parametros desempefian un papel fundamental en el comportamiento del sistema ya
que pueden afectar la convergencia de las trayectorias en puntos estacionarios, al igual
de la velocidad en que se alcanza. Por ello es mejor fijar los pardmetros (menos uno) del
sistema y observar el comportamiento de las soluciones en funcién de algiin parametro,
como el bombeo p que puede ser controlado de forma experimental.

A continuacidn, se lleva a cabo un analisis numérico de las soluciones del sistema dina-
mico descrito por las ecuaciones 4.5 en funcién del pardmetro de bombeo (p). Al variar
el valor del pardmetro de bombeo dentro del rango deseado, se pueden generar diferentes
escenarios y observar como cambian las soluciones del sistema.

Mediante métodos numéricos como la integracion numérica de las ecuaciones diferencia-
les, es posible calcular las soluciones del sistema para diferentes valores de p. Esto permite
estudiar la evolucién temporal de las variables S;, S, y S, y obtener informacién sobre
el comportamiento dindmico del sistema. Para los graficos presentados en esta seccion se
usardn los mismos valores de los parametros I' =1.0, v =0.5, a =1.5, € =2.0.
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Figura 11: Comportamiento del sistema en bombeo pequefio.

Para valores de bombeo pequeiio se espera que el sistema se encuentre en un estado no
condensado o débilmente excitado. Esto significa que las poblaciones de los distintos mo-
dos n4; pueden tener valores cercanos a cero o pequeiios, indicando una baja ocupacion
de los estados excitados. En términos del comportamiento de las soluciones del sistema,
en la figura |11 se observa que las variables S;, S, y S. son pequefias o cercanas a cero,
lo que implica que el vector de espin S tiene una longitud pequeiia. Esto indica que no
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hay una polarizacion significativa en el sistema, asi mismo para valores pequefios de p
el termino u(S) es insuficiente para superar los términos de relajacién y acoplamiento
presentes en las ecuaciones, lo que resulta en una dindmica débil o lenta.

Para valores de bombeo medio en el sistema dindmico, se pueden observar comportamien-
tos mds interesantes y complejos. En la figura (12} se muestra que el vector de espin S
tiene una longitud apreciable y puede exhibir una polarizacion significativa en el sistema.
Ademads, se puede observar que en un rango de valores de bombeo, las trayectorias se
repiten, lo que indica la presencia de un comportamiento periddico en el sistema. Estos
patrones recurrentes en las soluciones indican que el sistema sigue una 6rbita cerrada y
vuelve al mismo estado en cada ciclo, tambien se observa que se producen fluctuaciones
en la densidad de especies ya que se producen oscilaciones en la componente S, rela-
cionada con la diferencia entre las densidades. A medida que las especies se aniquilan y
se crean, la componente .S, puede experimentar cambios periddicos a conforme, las den-
sidades fluctian, se puede interpretar la fisica del fluido polariténico, por ejemplo, si S,
(indica la diferencia en las densidades) es una cantidad adquiere una cantidad positiva
significa que hay mas cantidad de fluido polaritonico (n,1) en ese instante.
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Figura 12: Comportamiento del sistema en bombeo medio. Se observa un cambio signi-
ficativo en la trayectoria que siguen las soluciones del sistema, en especial para p= 2.1
(linea roja) que hay una convergencia en un punto y para p= 2.5 (linea verde) que las
trayectorias se repiten.

Cuando el bombeo medio es mas pequeiio, es posible que los términos de relajacion y
acoplamiento dominen sobre el término de bombeo. Esto significa que la tendencia del
sistema es alcanzar un estado de equilibrio donde la diferencia entre las densidades de
las especies que contribuyen al condensado se reduce, lo que lleva a una convergencia de
la componente S, hacia un punto fijo. Por otro lado, cuando el bombeo medio es mayor,
es posible que el término de bombeo sea lo suficientemente fuerte como para superar los
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efectos de relajacion y acoplamiento. Esto puede dar lugar a fluctuaciones en la diferencia
entre las densidades de las especies y, por lo tanto, a oscilaciones en la componente S,
como se puede ver en la figura La principal diferencia entre estos dos casos radica en
la estabilidad y convergencia de la componente S,. En el caso de un bombeo medio mas
pequeflo, la componente S, tiende a converger hacia un estado estacionario. En cambio,
en el caso de un bombeo medio mayor, las oscilaciones en la componente S, indican una
dindmica mas compleja y menos estable.

En el caso de un bombeo alto, donde los términos de bombeo son dominantes sobre los
términos de relajacidon y acoplamiento, puede haber una saturacion del sistema. Esto sig-
nifica que una especie en el condensado se bombea intensamente, lo que conduce a un
aumento significativo en su densidad. Al mismo tiempo, la interaccion repulsiva entre las
especies puede causar una disminucién en la densidad de la otra especie. Como resulta-
do, la componente S, puede disminuir ya que la diferencia entre las densidades de las
especies se reduce, dicho efecto de saturacién se puede observar en figura[I3] se aprecia
que para p = 4.6 el sistema se satura, y por ende .S, comienza a adquirir un solo tipo de
especie, lo que provoca lo convergencia de S, conforme el bombeo aumenta.

ouhkh
coow

TTTT

Figura 13: Comportamiento del sistema en bombeo alto. La saturacién del sistema en el
caso de un bombeo alto puede conducir a una disminucién de la componente .S, debido al
aumento de la densidad de una especie y la disminucion de la densidad de la otra especie
en el condensado.
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Para el bombeo suficientemente alto pero que no alcanza la saturacion del sistema (p ~
4.5), se observan comportamientos periddicos para las trayectorias de las soluciones, en
cambio cuando aumenta la saturaciéon (bombeos ain mds altos) las trayectorias de las
soluciones pierden estabilidad y convergen en un punto.

4.3. Imbalance de los condensados

Se ilustra la secuencia de bifurcacién que experimenta el condensado de polaritones in-
teractuanytes a medida que aumenta el bombeo en la figura [I4] Esta figura muestra la co-
leccién de valores de S, en los puntos de retorno, es decir, los puntos donde dS, /dt = 0,
en funcidn de la intensidad del bombeo p. Para cada nivel de bombeo, los puntos se han
obtenido a partir de ocho trayectorias generadas a partir de las ecuaciones [4.5|con condi-
ciones iniciales aleatorias en la etapa final de la evolucién como en la Ref. [7]]. El gréfico
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A) Reproducion de figura 1 de la Ref. [7]].
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O 4| — ]
25 30 35 40 45 50 55 60 -2 s s + - : A
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B) Figura 1 tomada de la Ref. [7]. C) p=10,6]

Figura 14: Mostrando el desequilibrio de las ocupaciones de dos condensados S, en los
puntos de retorno de la trayectoria de espin.
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se ha obtenido recolectando los puntos de retorno de ocho trayectorias con condiciones
iniciales aleatorias en la etapa final de la evolucion entre t = 400 y t = 500, y para los
pardmetros I' = 1, v = 0.5, €e = 2, a = 0.75. Todos los pardmetros estdn en unidades de
tasa de disipacion. En la figura [I4] A) y C) son lo mismo con la tnica diferencia de las
subdivisiones para el bombeo y la escala en la variable de bombeo. El funcionamiento de
codigo empleado es el siguiente:

1. Define la funcién equations, que calcula las derivadas de las variables de estado del
sistema en funcién del tiempo (ecuaciones [.5)), las variables de estado actuales y los
parametros del sistema. Estas derivadas representan la evolucion temporal de las variables
Sx, Sy y Sz del sistema.

2. A continuacion, el cédigo establece valores para los pardmetros del sistema y define
un rango de valores para un pardmetro de bombeo llamado p. Luego, realiza simulaciones
para diferentes valores de p. Para cada valor de p, se resuelven las ecuaciones diferenciales
para cada trayectoria utilizando el método numérico TsitS5.

3. Se recopilan los puntos de retorno donde la derivada de S, con respecto al tiempo es
cero.

4. Finalmente, el cédigo grafica los valores de .S, en los puntos de retorno para cada
trayectoria en funcién del pardmetro de bombeo p. El objetivo es visualizar la bifurcacién
del condensado de polaritones a medida que varia el pardmetro de bombeo.

La figura A) es consistente con la informacién de la figura B), recordando que F;, y Fj
aparecian cuando S, = 0, se nota en C) que hay inestabilidad de F;, F para cuando
p ~ 1.98 puesto que S, # 0, se observa que valores de p > 4.5 S, puede tomar tres
valores posibles en .S, (max.S,, minS,, S, = 0) pero a medida que el bombeo aumenta,
S. — 0 por la saturacién de una especie en el condensado. Tal comportamiento observado
en la figura es consistente con todas la figuras de secciones anteriores, recordando
que para bombeos pequeios el sistema tendia a presentar oscilaciones pequeiias y luego
convergia a S, = 0 (ver figura [II]), lo mismo ocurre para bombeos altos (debido a la
saturacion) ver figura [13]
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5. Seccion de poincaré

La construccion de secciones de Poincaré permite analizar la estabilidad, inestabilidad y
la presencia de caos en la dindmica de un sistema. Estas secciones son representaciones
grificas en las cuales se proyectan las trayectorias del sistema en un plano o una super-
ficie de menor dimensién que el espacio de fase completo. Para construir una seccién de
Poincaré se utilizan dos variables del sistema, el espacio de fase completo suele ser de alta
dimensionalidad y resulta dificil de visualizar. El angulo 6, es ttil para visualizar cémo la
trayectoria se mueve en el plano S, — 5, se calcula como el arcotangente de la razén en-
tre las componentes S, y S, de la solucién del sistema[4.3] es decir, § = arctan(S,/S,).
De modo que trazar S, en el eje vertical y § en el eje horizontal generaria una seccion
de Poincaré que permitiria visualizar la interseccion de la trayectoria del sistema con el
plano definido por S, y 6.

Los valores para los parametros en esta seccion son [[' = 1.0, v = 0.5, a = 1.5, € = 2.0]
y el bombeo p variable.

Al fijar una condicién inicial, se establece un punto de partida especifico en el espacio
de fase del sistema. Esto significa que todas las trayectorias generadas para diferentes va-
lores de p comenzardn desde el mismo punto inicial. Al variar el bombeo , la influencia
de la excitacion externa en el sistema lo que permite explorar y analizar como el sistema
responde a diferentes valores de p, el bombeo puede considerarse un pardmetro experi-
mental que puede introducir caos en un sistema dindmico puede llevar al sistema a través
de bifurcaciones, que son cambios abruptos en el comportamiento del sistema a medida
que se varia un pardmetro (veasé la figura [14)).
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Figura 15: S, vs 6. Dindmica para una condicién inicial fija sO = [1, 1, 1].
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Enla ﬁguralos puntos blancos ubicados en (0, 0) y (7, 0) pueden representar correcta-
mente aquellos puntos donde (S,, S,, S.) = (£5,0,0), que como ya se vio en la seccién
anterior representan los estados simétricos y antisimétricos (ecuaciones 4.13]'Y @4.T1). En
la seccién de poincaré tambien se observan los comportamientos vistos en las graficas del
comportamiento del sistema conforme el bombeo aumentaba (graficas [13)), por
ejemplo para un bombeo p =3 en su respectiva grafica (12)) se veia que la trayectoria de la
solucion del sistema se repite y en la seccidn se observa una trayectoria cerrada, en cuanto
para bombeos grandes el sistema se satura y converge.

La presencia de trayectorias cerradas en la seccion de Poincaré indica estabilidad en esas
regiones del espacio de fase. Para bombeos altos se observa la formacion de atractores
alrededor de los puntos (0,0) y (7,0) lo que implica implica que estos estados son estables
y pueden considerarse como puntos de equilibrio o estados estacionarios del sistema. Para
visualizar mejor el comportamiento ver la siguiente figura ([I6)) solo se muestran bombeos
representativos. Ademas se verifica que para bombeos bajos (p = 2) se presenta dindmica
debil (se aplica un bombeo que es insuficiente para superar los términos de relajacion y
acoplamiento del sistema), para bombeo medio (p = 3y p = 4) se observa la presencia
de un comportamiento periddico en el sistema, y para bombeo altos (p = 6) el sistema se
satura, por lo que el sistema tiende a un valor estable.
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Figura 16: Seccidn de poincaré .S, vs 6 para bombeos representativos. Dindmica para una
condicion inicial fija sO = [1, 1, 1].
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Ahora se considerardn condiciones iniciales aleatorias sy, ya que obtener los datos en
condiciones aleatorias en lugar de fijarlos tiene varios beneficios, que permiten:

Verificar sensibilidad de condiciones iniciales Al cambiar ligeramente las condiciones
iniciales, es posible observar cambios significativos en el comportamiento del sis-
tema capturando asi la sensibilidad del mismo, y por lo tanto verificar/estudiar la
tendencia cadtica en el sistema.

Evitar sesgo Fijar las condiciones iniciales, introduce sesgos en los resultados, ya que
eligir condiciones iniciales especificas podrian mostrar un comportamiento particu-
lar, limitando la comprension del sistema.

Validar resultado Si los resultados se mantienen consistentes a pesar de las variaciones
en las condiciones iniciales, es mds probable que representen caracteristicas del
sistema, de modo que los patrones observados son intrinsecos al sistema y no estan
influenciados en gran medida por las condiciones iniciales especificas.

Se consideraron 10 condiciones iniciales aleatorias de [0,1] para sy = (S, Sy, S.) en la
seccién de poincaré, con el fin de validar que el comportamiento observado en la figura[15]
se mantiene para S,. Los resultados se observan en las figuras[[7]y
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Figura 17: Muestreo aleatorio de condiciones iniciales s.
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Figura 18: Muestreo aleatorio de condiciones iniciales s,. Continuacion de la figura

Las figuras [I7] y [I8] muestran que es sistema es sensible a condiciones iniciales (carac-
teristica en sistemas cadticos) y que la seccién de poincaré usada es reproducible con el
uso de condiciones iniciales. Para el bombeo p = 4.5, para todas las condiciones iniciales
aleatorias s se observo que para el bombeo p = 3.0 se genera un trayectoria cerrada en
la seccién de poincaré, es un indicio de que existe periodicidad en el sistema. La perio-
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dicidad implica que la trayectoria del sistema se repite (patrén recurrente) después de un
cierto periodo de tiempo, mismo que se observa en la figura de la dindmica en bombeo
medio (figura [12)). El andlisis de 6rbitas periddicas serd en un trabajo futuro.

5.1. Secciones para bombeos representativos

En esta seccidn se plantea obtener la seccidon de poincaré pero para bombeos fijos y con
condiciones aleatorias, con el fin de explorar diferentes regiones del espacio de fase del
sistema, ya que puede revelar diferentes trayectorias y comportamientos dinimicos que
pueden no ser evidentes con condiciones iniciales especificas, esto permite analizar la
variabilidad y la sensibilidad del sistema a diferentes condiciones iniciales. Es estd seccion
se representardn la seccion de poincaré de los bombeos sujetas a 60 condiciones iniciales
(s0), las cuales podran adquirir valores [0,1].

p e {2,2.53,4,45,4.6,5,6,9,100}

Bombeo: 2.00

Figura 19: [I' = 1.0, v = 0.5, « = 1.5, e = 2.0].
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En la figura[20]para el bombeo p = 3.0 se observa una curva cerrada, indicio de comporta-
miento periodico (mismo que se observa en la figura de la dindmica para bombeos medios
(figura[12)), en cambio en la figura de p = 4.0 el comportamiento es cuasi periodico (se
refiere a una dindmica en la cual se observa un patrén que no es estrictamente periddico,
pero exhibe cierto grado de regularidad a largo plazo) puesto que apesar que aparece una
curva cerrada en la seccion de poincaré, tambien se generan estructuras cerca de [0,0] y
[7,0] sugerentes a la formacion de atractores en dichos puntos. Esa formacén de atractores
se observa mejor en la figura 21]
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Figura 20: [I' = 1.0, v = 0.5, « = 1.5, e = 2.0].
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Los sistemas disipativos (como este sistema) tienden a converger hacia puntos fijos esta-
bles o ciclos limite, es menos probable encontrar trayectorias que describan Orbitas cerra-
das alrededor de un punto fijo como se observa en la figura 21] En esta figura se observa

Bombeo: 4.50

Figura21: [I'=1.0,7v = 0.5, « = 1.5, ¢ = 2.0].

un comportamiento interesante, un gran salto en la dindmica del sistema, puesto que en
p = 4.5 existe cierta periodicidad y con un ligero cambio en el bombeo se producen atrac-
tores entorno a los puntos estables situados en [0,0] y [7,0]. Una cuenca de atraccién [7]]
representa la region en el espacio de fase del sistema donde las trayectorias que parten
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de diferentes condiciones iniciales convergen eventualmente hacia un atractor particular.
Cuando las condiciones iniciales se eligen al azar o son arbitrarias, las probabilidades de
que se realicen diferentes condensados se determinan mediante los volimenes normali-
zados de las correspondientes cuencas de atraccion. En esencia, a mayor volumen de una
cuenca de atraccién, mayor serd la probabilidad de que el sistema termine en el atractor
asociado a esa cuenca veasé figura 5 de la Ref. [7].

Bombeo: 6.00
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Figura22: [I' =1.0,7v = 0.5, « = 1.5, ¢ = 2.0].
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6. Orbitas periddicas inestables

Una orbita periddica inestable (UPO, por sus siglas en inglés) es una trayectoria cerrada
en un sistema dindmico cadtico que muestra una sensibilidad extrema a las condiciones
iniciales [235]. A diferencia de las drbitas periddicas estables, que convergen hacia un ciclo
limite, las UPOs son inestables y se alejan exponencialmente de la trayectoria periddica
a medida que pasa el tiempo. A partir de las UPOs se puede calcular informacion esta-
distica y propiedades macroscopicas del sistema, ya que el conjunto de 6rbitas periddicas
inestables puede ser visto como los microestados a partir de los cuales se puede calcular
la descripcion macroscdpica del sistema [20]. Estas UPOs representan la estructura sub-
yacente en el espacio de fase observada en los sistemas cadticos. Cuanto mas inestable
sea una Orbita, mayor serd la tendencia de las trayectorias cercanas a alejarse de ella con
el tiempo. La presencia de UPOs en un atractor extrafio es una caracteristica clave de
los sistemas cadticos, cuando se estudia la tasa de crecimiento exponencial de las UPOs
incrustadas dentro del atractor, se puede estimar la entropia topoldgica y obtener informa-
cion sobre el nivel de caos presente en el sistema. Las UPOs incrustadas en un atractor
cadtico son el resultado de las interacciones entre las trayectorias periddicas y cadticas en
el sistema.

6.1. Control de caos y UPOs

La medida natural es una medida de probabilidad que caracteriza la distribucion a largo
plazo de puntos en el espacio de fase de un sistema cadtico. Proporciona informacién so-
bre la probabilidad de encontrar una trayectoria en diferentes regiones del espacio de fase.
La relacién entre las UPOs y la medida natural surge del hecho de que la medida natu-
ral se puede aproximar considerando las contribuciones de estas orbitas (las UPOs estan
embebidas en el atractor [16]) , asigna probabilidades més altas a regiones del espacio de
fase que estan densamente cubiertas por UPOs. La ecuacion para la medida natural en el
caso discreto es la siguiente:

n—00

u(S) = lim /S drd(z — M"(z)) ©6.1)

donde p(S) es la medida natural de un conjunto S, que representa la probabilidad de
que el sistema permanezca en el conjunto S, M (z) es el mapa o funcién de evolucién del
sistema dindmico, n es el nimero de iteraciones, [ dz denota la integral sobre el conjunto
Sy d(z — M(z)") es la funcién delta de Dirac, que es cero excepto cuando © = M™(x)
(se refiere al punto fijo del mapa después de n iteraciones), donde toma un valor de co.

La ecuacion [6.1] indica la probabilidad de que una trayectoria del sistema permanezca
en el conjunto S después de un nimero infinito de iteraciones. Una forma alternativa de
expresar la medida natural en términos de los puntos fijos y las jacobianas del sistema
dindmico, y estd dada por:

1
det(1 — DM®™ (x*))|’

p(S) = lim > (6.2)

xexr*
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6.2. Entropia generalizada

Una generalizacion de la entropia topoldgica y métrica para un atractor hiperbdlico en
dos dimensiones denotada como H, se define como una suma sobre las Orbitas periodi-
cas [26]. La entropia en sistemas dindmicos proporciona informacién sobre la distribucién
de las trayectorias y cdmo se exploran diferentes regiones del espacio de fase. En siste-
mas cadticos, donde las trayectorias son altamente sensibles a las condiciones iniciales, la
entropia tiende a ser alta, lo que indica que las trayectorias estdn distribuidas de manera
mas uniforme en el espacio de fase y que el sistema estd explorando y cubriendo una gran
cantidad de estados posibles.

La ecuacioén se puede expresar de la siguiente manera:

H, = — 1fm < In(e0-0m MG mly —

1
limn — oo In{) " [Au(xjn,n)| 77}
J
(6.3)

En la ecuacién [6.3] ¢ representa un pardmetro de orden que permite una gama continua
de valores de entropia, abarcando los casos especiales de entropia topoldgica (¢ = 0)
y entropia métrica (¢ = 1) [26]. El simbolo (-) denota un promedio sobre las 6rbitas
periddicas, A, (x;,,n) representa el exponente de Lyapunov en la direccién u asociado
con la j-ésima Orbita periddica en el tiempo n, y X, representa la posicion de la j-ésima
orbita periddica en el tiempo n.

La ecuacidn cuantifica el espectro de entropia de orden ¢ para el atractor hiperbdlico al
considerar las tasas de crecimiento o decaimiento exponencial de los exponentes de Lya-
punov asociados con las drbitas periddicas. La suma sobre las orbitas periddicas captura
la contribucién de cada drbita a la entropia general.

6.3. Técnicas control de caos

El control de caos implica la modificacion del sistema dindmico original a través de la
adicién de perturbaciones controladas, con el fin de lograr una estabilizacion del sistema.
Esto se logra al redirigir el comportamiento cadtico hacia una 6rbita periddica o hacia un
punto fijo [16]].

Los dos aspectos esenciales de la presencia de caos que se mencionaron en secciones
anteriores son la sensibilidad exponencial a pequeias perturbaciones y la estructura com-
pleja de la drbita. Estas caracteristicas pueden ser aprovechadas para desarrollar métodos
de control del caos. Tanto la sensibilidad exponencial como la estructura compleja de la
orbita desempefian roles importantes en diferentes contextos. En particular, cuando se tra-
ta de mejorar el rendimiento promedio y controlar la secuencia de la dindmica simbdlica,
que representa el comportamiento de un sistema complejo utilizando simbolos y reglas
simbdlicas [27], es la estructura compleja de la 6rbita la que se vuelve més relevante.
Por otro lado, si el objetivo es dirigir la érbita hacia una ubicacién objetivo especifica, la
sensibilidad exponencial se convierte en un factor mds importante.
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6.3 Técnicas control de caos 6 ORBITAS PERIODICAS INESTABLES

Un aspecto en el control del caos es que los objetivos pueden lograrse mediante pequefias
perturbaciones de control en el sistema [28]], debido a las caracteristicas fundamentales
del caos. Esto implica que es posible utilizar controladores de baja energia o fuerza redu-
cida. La determinacién de las UPO se puede realizar mediante técnicas numéricas si se
dispone de un modelo analitico preciso del sistema. Sin embargo, en casos experimentales
donde no se cuenta con un modelo analitico, atin es posible determinar UPO a partir de
datos registrados de una 6rbita cadtica no controlada utilizando técnicas de incrustacion
de espacio de estado y reconstruccion del atractor [29].

Una vez que se selecciona una UPO adecuada, se pueden aplicar diversos algoritmos de
control para mantener la 6rbita del sistema en la UPO elegida. Estos algoritmos pueden
implicar colocar la 6rbita en la variedad estable de 1a UPO [30], utilizar retroalimentacion
con retraso continuo en el tiempo o hacer uso de mediciones de series temporales de una
sola variable de estado escalar.

En el contexto del control retroalimentado [31]], se pueden emplear mediciones periddicas
del estado del sistema para ajustar pardmetros controlables y lograr objetivos especificos.
Algunos objetivos comunes del control incluyen mejorar el rendimiento promedio del
sistema a lo largo del tiempo, dirigir la 6rbita hacia una ubicacién objetivo y controlar la
secuencia de la dindmica simbdlica de una 6rbita cadtica.
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7. Conclusion

En este proyecto, se realizé un andlisis del sistema dimero de polariton interactuante des-
crito por las ecuaciones de spin (véase el texto). Se estudiaron las soluciones del sistema
en funcién del pardmetro de bombeo p, considerando diferentes valores (parametros to-
mados principalmente de la referencia [7]) y condiciones iniciales aleatorias.

Inicialmente, se observé que para valores de bombeo pequeiios, el sistema se encontraba
en un estado débilmente excitado o no condensado. Las poblaciones de los distintos mo-
dos eran cercanas a cero o pequefias, lo que indicaba una baja ocupacion de los estados
excitados. Este comportamiento se asocié con la dominancia de los términos de relajacion
y acoplamiento sobre el término de bombeo.

A medida que se incrementaba el bombeo, se observaron comportamientos mas comple-
jos. El sistema exhibi6 una polarizacion significativa y se encontraron trayectorias periodi-
cas en un rango de valores de bombeo. Estos patrones recurrentes indicaban la presencia
de comportamiento periddico en el sistema. Ademads, se produjeron fluctuaciones en la
densidad de especies, lo que se reflejé en oscilaciones en la componente .S,.

En el caso de un bombeo alto, se observé que el sistema podia llegar a un estado de sa-
turacion. Una especie en el condensado se bombeaba intensamente, lo que resultaba en
un aumento significativo de su densidad. Al mismo tiempo, la interaccién repulsiva en-
tre las especies podia provocar una disminucién en la densidad de la otra especie. Como
resultado, la componente .S, disminuia y la diferencia entre las densidades de las espe-
cies se reducia. Este efecto de saturacion se reflejaba en la seccién de Poincaré, donde
se apreciaba la convergencia de S, hacia un punto estable (cuando se incrementaba el
bombeo).

Ademads de los andlisis anteriores, se estudid la seccién de Poincaré para diferentes valo-
res de bombeo y condiciones iniciales aleatorias. Se observaron estructuras y patrones en
la seccion de Poincaré que reflejaban la aparicion de atractores en el sistema. Estos atrac-
tores representaban estados estables a los que tendian las trayectorias del sistema en el
espacio de fase (veasé figuras[22)). La presencia de atractores indica comportamientos no
lineales y complejos del sistema a medida que se incrementaba el bombeo. Es importante
destacar que los resultados obtenidos en este proyecto fueron consistentes y reproducibles
en comparacion con la referencia principal utilizada como base para el estudio [7]. Se lo-
gré obtener resultados similares en términos de las diferentes fases y comportamientos
del sistema en funcién del pardmetro de bombeo.

Existe la posibilidad de profundizar en el estudio del sistema mediante la busqueda de las
orbitas periddicas inestables (Unstable Periodic Orbit o UPOs) y la aplicacién del control
de caos. Al estudiar las propiedades de las UPOs, como su estabilidad y periodo, se puede
obtener una comprension mds detallada de la dindmica subyacente y las transiciones entre
diferentes estados. La busqueda de UPOs y la aplicacion del control de caos representan
areas de investigacion prometedoras para profundizar en el estudio y el control de sistemas
dindmicos de fluidos polariténicos interactuantes.
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A ESTABILIDAD DE ORBITA PERIODICA: TEORIA DE FLOQUET

A. Estabilidad de orbita periodica: Teoria de Floquet

La teoria de Floquet se utiliza para analizar la estabilidad de sistemas dindmicos peridodi-
cos de la forma:

dx_

E_A®ﬂw (A.D)

donde x(%) es un vector de estado del sistema, A () es una matriz de coeficientes y ¢ es el
tiempo. Se asume que la matriz A(t) es periédica en ¢ con un periodo 7', es decir,

A(t+T) =A(t) (A.2)

La solucién general de esta ecuacion diferencial periddica puede ser escrita como:

x(t) = u(t)eM (A.3)
donde u(t) es una funcion periddica con el mismo periodo 7" que el sistema dindmico y A
es una constante compleja que se conoce como valor propio de Floquet.

Ademas, la teoria de Floquet también se puede utilizar para calcular las funciones de
Floquet U(¢) que satisfacen:

u(t+7) = U(t)u(t) (A.4)

donde U(t) es una matriz periddica llamada matriz de Floquet. Las funciones de Floquet
y la matriz de Floquet pueden ser utilizadas para calcular las soluciones periddicas del
sistema dindmico y para entender como se comporta el sistema dindmico a largo plazo.

Mis especificamente para el estudio de 6rbitas periddicas en puntos estables x*:

1. Se puede definir una pequefa perturbacion éz alrededor del punto estable x*, de tal
manera que z(t) = x*+dx(t). Si se aplica el desarrollo en serie de Taylor a las ecuaciones
que describen la dindmica del sistema en torno a z*, se tiene:

d

S0elt) = f(a" +52(0),0) = 3 DL, )5 (1) (A5)

Donde D! f(a°t) es la derivada de orden n de la funcién f(z,t) evaluada en el punto z* y
L.

2. Se puede aproximar la solucidn del sistema como una combinacion lineal de funciones
exponenciales complejas con coeficientes periddicos:

Sx(t) = > v,e™!

n=—oo
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Donde v,, son los coeficientes complejos que dependen del tiempo y w es la frecuencia
angular de la drbita periddica (esto es una transformada discreta de Fourier). Cada modo
n representa una oscilacion con una frecuencia angular nw.

Los coeficientes v,, se pueden encontrar resolviendo el sistema de ecuaciones lineales:

A(t)v, = A\,

Donde A(t) es una matriz que depende del tiempo y A, es el exponente de Floquet. Los
coeficientes v,, corresponden a los vectores propios de la matriz A(t), y los exponentes
de Floquet corresponden a los valores propios. La ecuacién

A(t)v, = \v,
describe el vecindario linealizado en z* con exponentes
N = +iw’ (A.6)
independientemente del sistema de coordenadas.

La teoria de Floquet proporciona informacién importante sobre la estabilidad de las 6rbi-
tas periddicas en puntos estables z*. Si todos los exponentes de Floquet tienen una parte
real negativa, entonces la Orbita periddica es estable en el punto z*. Si alguno de los expo-
nentes de Floquet tiene una parte real positiva, entonces la 6rbita periddica es inestable en
el punto z*. Si alguno de los exponentes de Floquet tiene una parte real nula, entonces se
necesita mas informacion para determinar la estabilidad de la drbita periddica en el punto

*

T .

Las tasas de estiramiento o contraccion por unidad de tiempo se dan por las partes reales
de los exponentes de Floquet [32]] viene dado por la ecuacion:

, 1
p

Donde 7,, es el periodo(tiempo de la 6rbita) de la orbita, p es la periodicidad de la orbita y
Ag es el multiplicador de Floquet. Se pueden estructurar tres conjuntos de acuerdo al tipo
de multiplicador de Floquet, los cuales son:

Expansion es un conjunto en el espacio fase del sistema dindmico en el que las solucio-
nes del sistema se expanden exponencialmente.

expansion
{AJe = {Aps: 1Apl > 1} (A.8)
— I .
(A}, ={N: 1 >0}
Contracciéon es un conjunto en el espacio fase del sistema dindmico en el que las solu-
ciones del sistema se contraen exponencialmente.

contraccion
{A}c = {Apvj : |Ap,j| < 1} (A.9)
(A ={N <0}
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Marginal es un conjunto en el espacio fase del sistema dindmico en el que las soluciones
del sistema permanecen estables pero no se expanden ni se contraen exponencial-
mente.

marginal

{A},, ={Ap; A [ =1} (A.10)
(Ah, = {N w7 =0}

B. Sistema dinamico del sistema dimero de polariton

Se determinan las componentes del vector pseudo spin S.

S = ;\I/TU\I/ (B.1)

Donde W = [ 47 ], es el conjugado de W = [1h,11)_1]7 by = \/igre(PF),

0 = (04,04,0,) con oy, 0y, 0, las matrices Pauli.
01 0 —2 1 0
To = [1 o] R L 01 9= [o —1] (B-2)
1 01 T 1 1
So=5 ¥k ol L O] e o] =5 [0l wh] [@H = Sl + ¢l

—2gi +26i 26i —2¢i
Jn_inge Jnin_e e +e
S, = 2+ + * 5 = /NN () = \/M1n_1 cos(2¢)

2
(B.3)
, p | |
Sy =5 [¢h Wl [0 0’] e wa] =5 [t —l] [ﬁ*] = Sl — vhie]
—2¢i 2 i 26
Sy:i,/n_m;e _Z,,/n+1n2_1e+ :\/m(W):\/mSm(zqs)
(B.4)

so=g e o] [y O e vl =3l o] [0 = e - ot

nged  n_e® ng—n_y

S, = -
2 2 2

(B.5)

La ecuacién[B.5|nos proporciona informacion sobre las densidades de las dos especies de
fluidos en el condensado. Ahora se determina la magnitud de S

1
S = m = \/n+1n_1(0082(2q§) + sin?(2¢)) + Z(Hil —2niqn_q +n?,)

(n41 4+ n-1)
2

S —
(B.6)
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La ecuaci6n de S se puede interpretar como el promedio de las ocupaciones en el
condensado.

Derivando la Ec.[B.3]
1 ) . )
Sy = §[¢i1¢+1 + ?PT_NPH + wilw—l + wlﬂbfl] (B.7)

Donde ya conocemos )41:

: dps; 1 p 1 . i
Yy1 = 4 — 3 L The Dl Y — 5(7 —18)Y51 — §[Oél|?/fi1’2 + coltp v
(B.8)
Cuyo conjugado es
uhy = 5 | Ty — SO iy + vl + aolim Pk (B9)
2 [1+ng 2 T2 i
Sustituyendo las ecuaciones (B.8) y (B.9) en la ecuacién li se obtiene lo siguiente:
. 11 p 1 )
Sy = 5[5 Ttn, D\l — 5(7 + 15>¢+1¢+1 +5 [%W 12+ aoln Pt v
e flotwe Yo it E 2 2/
+ Vi — 5 e [041|¢+1| + ol [Tl ¢4
2 _1 + Ny ]
1[ »p |
+ ~T| gl — (v +ie)yl vy + 5 [al|¢+1| +anlv ol v,
2 _1 + (%] ]
1[ p | , i
o T T - 5O = Wit = Slaalgal? + el Pl
5 -1 P o0 | gl — ([l )
2 2 1 + N4t 1 +n_y +

[ (|91 [? = [-1?) + a1 * = [y Pl
an ([0 l? = [0a]?) + an(oa]? — [oa P! 1t

H[\D\@ [\3\@

p p i
— —2r
+ 2 ll + nit * 14 n_q ] w_lerl]

(B.10)
Dado que 1} 91 = \/Agin_1e*2% al sustituir y simplicar:

1 < 1+ 3(nyq +n_q)
(

g -1
2\ L+ n41)(1+n-)

1
_ r> WL+ vhn) = sy(wal + [9aP)

1 2 2 2 e — 72
- 5[041(|1/’+1’ - |?/1—1| ) - 042(|1/1+1| |?/1 1’ )]T\/n—l-ln—l
(B.11)

Recordando que las expresiones para S, S, y S, Ecs. y que las ocupacio-
nes del condensado son ni; = |41 |?, S, se reescribe como:

. 145
S, = [“(JF;F)Q)_pSQ . F] Sy — 7S — (o — 2)S.S, (B.12)
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Usamos el siguiente cambio en las variables.

(1S5 B
u(S) = i OF (a1 — aw) (B.13)
Finalmente S, queda:
Sy = [u(8) — T]S, —~S — as.s, (B.14)

Con la evolucién temporal de S, se procede de la misma manera. Derivando la ecuacién

B.4

. 1 . : ; )
Sy = g lhwa + vl — i — vl (B.15)
Sustituyendo las expresiones Ec/B.§|y Ec[B.9en Ec[B.15]
. 1.1 D 1 : ’
Sy = 27[5 ll + Ny B F] wilwfl - 5(7 + 26)1#117&71 + 5[041!%1!2 + a2|¢71’2]¢i1¢71
—i—l o — F_ RUEES }(’Y —ie) Wl i — 3.[0‘1|¢71’2 + aeltp 1l 9
2 _1 +n_; ] * 2 i 2 :
M2 rl it + ot i — L+ sl Pl
2 _1 +n_ ] - 2 " 2 i
1 . p — F_ Pl + 1(7 — i€)1/1T 1W-1+ 3.[041W+I|2 + ‘)‘2|¢—1|2WT 1941]
2 _1 + Nyt ] B 2 - 2 )

; 1.1
% =5il3 [1 +pn+1 1 +pn_1 - 2F1 Vitor tiellVal’ =l
+ sl (sl = [9a?) + an(fmal” = s Py
 slon(l P = oo P) + aallos” = e Pl e
1 D p t
~3 L e + on, QF] YL1944]

(B.16)

Dado que 1} 91 = \/Ar_1e*2% al sustituir y simplicar:

. l 1+%(n+1+n,1)
2i T+ ) + 0y

8, - r) Wt = 1) = Sl + [9al?)

£
2
1 , ; ; N €2¢i +€—2¢i

+ 5[041(!@5“\ — [ l7) = aa(|tha|” =[] )]f\/”ﬂ-ln—l

(B.17)

Recordando que las expresiones para .S, S, y S. ([B.3] [B.5} respectivamente) y que
las ocupaciones del condensado son ny; = |14 |2, se reescribe .5, como

(I+9)p

S, = m —I'| S, +¢eS, + (a1 — a2)S.5, (B.18)
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Considerando el cambio de variable en Ec[B.13|

S, = [u(S) — TS, +¢S. + aS.S, (B.19)

Derivando la ecuacién
1 . . M .
S, = §[¢11¢+1 + ¢11¢+1 — ¢T—1¢—1 - wT—ﬂﬂ—l] (B.20)

Reemplazando las ecuaciones[B.§]y [B.9 en[B.20]

. 1.1
S, = 5[5 [1+pn+1 1@%11/41 (WJF“?W W1+ 5 [041|¢+1| N L
P — L it — il + aki PRl
21+n+1 |Vt -1 = plaafn 2|17 1Y
1 1 1 )
=3 |Toam T e+ g0+ ek = Sl + calda Pl s
1[ 1 1
517 p —F Wl + 5(’7 ie)l by + = [%W 12+ gl [t ]
1
=5 ( ) |ty |* — <1 +pn_1 - F) [_q]? — Z'g"w_ﬂ/fﬂ +i€wilw71]

: 1 I
S, = g { 1+ n, |¢+1|2 T, W—1|2} D) (W+1|2 - W—1|2) - %Wllw—l o wT—lerl)

(B.21)

: 2 1) — [ ? r
] B o L e

(B.22)
Dado que ny1 = |¢)41]?, se identifican S, (Ec.[B.5) y S, (Ec.[B.4), al sustituir:
Szp
s SR— A S
T rspog T
(1+5)S.p—SS.p SS.p
= -I'S, — ———5 — ¢S
(1+8)2 =52 1+8)2—5 = (B.23)
(1+9)p S.
— -1 S, - =5 —¢&S5
(1+5)2—S2 (1+5)2—s527 =%
Donde se identifica a Ec y se hace
S2p
= B.24
R SR 29
De tal manera que la derivada temporal de .S, queda:
S, = [u(S) — TS, +v(S)S — &S, (B.25)
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Por tltimo se determina la derivada temporal de S (Ec. [B.6).

g +no1 i1+ [_4]? . wiﬁﬂﬂ + 1/111?/171

. . _ . (B.26)
S::¢i1w+1+wﬂlw;1;ww¢¢_1+wﬂlw;l B.27)
Reemplazando las ecuaciones[B.8]y [B.9 en[B.27]
L L R M RN
~ 505 1—|—n+1 e — sy tie 1¥+1 Q1{¥P41 QoY1 +1¥+1
1[ »p . i
+§ _1 ¥ - F_ wiﬂhl - 5(7 - Z5)¢i1¢—1 - *[%WH’? + CY2W71|2W11¢+1
1] p | 1
+§ T+n, —F_ Wlih_g — 5(’Y+15)¢+1¢ 1+ 3 [041’7? 2+ ot [Pty
-2 —‘F_¢J1¢—1—'1(7“%3¢Tr¢+1—'£h1ﬂ¢fﬂ2+‘aﬂ¢+ﬂq¢ﬂ1¢—ﬂ
2| T+ny | 2 - 2 -

|
5515 —I)|wﬂf+—(1+ L

S 4 2 4
s=2f

r
_y}—2@mw+w46—;wLu«HNmﬂ>
(B.28)

Se identifica S, (B.3) y S (B.26)

. p [lhaPA+ng) P+ ng)
g="=t IS —~S,
2{ (1+n)(1+no1) !
_ 0 [P+ o+ [P () + [P (no1)
2 (1 +n4)(1+n-q)
+ ([ V1P + [0-1 1)
- TS —
(1+9)2 - 52 5 =75
_(Q+8)s-8.8. . o (1+9s S.
= T itsposz VT Erarey s P ey - g

| A+ S)p S.p
_la+sv—sz_ds_[u+sv—$1&_”&

}—FS—VSQC

— IS —~8,

(B.29)
En la Ec. se notan u(S) (EciB.13) y v(S) (Ec/B.24), entonces:

S =[u(S)—T]S —v(S)S, —~S, (B.30)
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C. Fase del condensado

De acuerdo a la Ref. [7]. Los parametros de orden 1/, que estdn tipicamente asociados
con las amplitudes de los modos en un sistema l4ser, no estdn fijos en el tiempo, sino que
evolucionan con un factor de fase dependiente del tiempo exp(—i€2(S5)t). Este compor-
tamiento sugiere que el sistema estd experimentando una emision ldser de un solo modo,
donde la accién ldser estd dominada por un modo resonante con una frecuencia fija Q(5)
y la fase total del condensado viene dada por la ecuacion:

. €SS + 7SS, €SS + 7SS,
d = - - I — | = — _zemr Y
aS, + (S21 52) (o1 — a3)S, 2+ 59
misma que se deducira en este apéndice.
S, = [u(S) =TS, —yS — aS.S, (C.1)
S, = [u(S) =TS, + £S. + aS.S, (C2)
S. = [u(S) — TS, +v(S)S — &8, (C.3)

Donde u(S), v(S) son funciones de S definidas anteriormente.

Para encontrar la expresién de ®, vamos a utilizar las relaciones entre S, S, y S, y los
parametros de orden )4 :

1
Se = 5@l +vlv) (C4)
Sy = 51 = ¥liv-) (©5)
1
$. = 5Whin —vLyv) (C6)

Ahora, vamos a derivar ® resolviendo la ecuacién para la derivada temporal de la fase
total ®. Tomando la derivada temporal de la fase total ¢, tenemos:

. dd
b= ——
dt

Usando la regla de la cadena, podemos escribirlo como:

_ dvds,  dvds, d®ds.
~dS, dt  dS, dt  dS. dt

Ahora, derivamos ¢ con respecto a S;, S, y S.: La eleccién de la funcién arcotangente
(arctan) en las derivaciones se debe a que la relacién entre .S, y .S, representan compo-
nentes de un vector en un plano, y la relacién entre ellos se puede describir utilizando la
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funcién arcotangente.

o d S, S,

— V)| = — i
ds, ~ ds, {aman <Sﬂ 52+ 52 (€7
i®  d S, S,

dd
5 =0 (C.9)

Ahora, sustituimos las derivadas en la expresién para P:

_ S dS., 5 ds,
OS24+ 82 At S24+52 dt

. . ds. . .
Finalmente, reemplazamos las derivadas dgf y 5 utilizando las ecuaciones y

respectivamente, y las relaciones (C.4]y para S,y Sy
Sy = /niin_q cos(2¢)

Sy = y/Ny1n_1 sin(2¢)
Sa
52+ S?

- S,
b = 5 fS; ([u(S) =TS, —vS — aS.S,)+

([w(S) =TSy + &S, + aS.S;)

Simplificando la expresion

_SS, +aS.nin_y +€S.5;
npin—1

)

reordenando términos, obtenemos la expresion para ¢ en términos de S,, S, S, y los
parametros o, Yy €:

B €S9 +7vSSy
(52 +5%7)

€5.5; +7v5S, B

b =as, +
(57 +57)

— (a1 — ) S, (C.10)
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D. Matriz Jacobiana del sistema dimero de Polariton

La matriz Jacobiana del sistema de ecuaciones descritos en [[7], viene dada por:
Sy = [u(8) — TS, —vS — as.s,
S, = [u(S) =TS, + &S, + as.5S,
S, = [u(S) —T]S. +v(S)S —¢S,’

S = /92452152

Con
__Q+Sp ___ Sp
s og oT e Vg e
OV (S)e OV(S)e OV(S)a
83?5) a\?ﬁ%’) agié)
JV(S) = | st o5 a5 (D.1)
av(S). avV(S). aV(S).
05z 0Sy 08>
Donde
V(). _ pS, 2pS; - (S +1)° p-(S+1) S,
0s, " 2 _g2) 2 o)) T (S+1)7-852 S
@ S+ =952) s(S+1?-952) ) S+ =5
(D.2)
2pS, - 1)?
OV(S)s _ S.. pSy2 o 2pS,-(S+1) |- 1Sy _ aS, (D.3)
05y S((S+1*=52)  5((5+1)* -2 S
V(S) _ pS. (541 (BEEH o250 g8
- Pz 2 2 - 2 2 - S -« Yy
95 S((S+1)"—52) (5 +1)* - 52)
(D.4)
2pS, - 1)?
M)y _ g . PSs C S SED s )
05, S((S+1°=52)  5((S+1)*-2)
v (9), _g. pS, _2pS, (S + 1)? p-(S+1)
25, S+ -82) s(sH1Pos)’) S+ -8
(D.6)
v(s), S, p-(S+1) (25;-(SS+1) _ 252)
=5, 5 — 5 +aS,+¢e (D.7)
95 S((S+1)* - 82) ((5+1)? - 52)
8V(S)z __ 2pS. Sy - (S + 1) (D.8)
05 S(25+52+52+1)
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oV (S). - 8%+ (6 —2e52) S + (2pS.S, +eS; — 2657 +¢) S + 45,

05y S(25+52+82+1)
(4eS2 +¢- (852 +4)) Sy +2pS.S, +¢- (452 +4) S2 + - (45, +48S2)
S(25+ 52 +52+1)

(D.9)
oV(S). L.+ SIS+ (p—20)S2—p+T)+ 5 (-20S2 —p+6D)

05. S(25+ 52+ 52 +1)°
+T - (452 +452 +4) 82+ (—282 — 282) p+ T+ (4S8 + (852 + 4) §2 + 451 + 45?)

S(25+ 852+ 52 +1)°
(D.10)
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E. Codigos: calculo de exponentes de Lyapunov

E.1. MATLAB

Algoritmo para determinar el exponente de Lyapunov propuesto en [33].
Se generan 3 scripts expuestos a continuacion:

FHAFHAFAFEHHEAFHHASCRIPT L HfHAfdtf4#E#444

[T, Lyal=lyapunov (3, @RZ, @oded45,0,0.05,200,[1 1 1]1,10);
plot (T, Lya);

title('Espectro de Lyapunov');

xlabel ('Tiempo'); ylabel ('Exponente de Lyapunov');

HHHHHHHHHHHAHHHHHHSCRIPT 2H#HHHHHHHHHHHHHHEH
function f=RZ (t, X)

$PARAMETROS

G = 1;

g = 0.5;

a = 2;

e = 2;

p 2;

x = X(1);

y = X(2);

z = X(3);

Y= [X(4), X(7), X(10);
X(5), X(8), X(11);
X(6), X(9), X(12)];

f=zeros (9,1);

$ECUACIONES DEL SISTEMA DIMERO DE POLARITON

St = sqgrt(xxx+y*xy+z*z);

((1 + St)y*p)/ ((L + St)"2 — z*z);

—(z*p)/ ((1 + St)"2 — z+*z);

= (U — G)*»x — g*xSt — axzx*y;

(U — G)*y + exz + axzxx;

) = (U — G)xz + VxSt - exy;

ISTEMA LINEALIZADO (MATRIZ JACOBIANA)

JAC=[x* (p*x/ (St* ((St+1)"2-2"2)) — (2+p*rx* (St+1) "2) / (St* ( (St
+1)72-272)"2) ) +p* (St+1)/ ((St+1) "2-2"2) —g*x/St—-G, x* (p*y
/(St* ((St+1)"2-2"2))— (2*pxy* (St+1)"2)/ (St* ((St+1)"2-z
~"2)"2))—-g*y/St-ax*z, x*x (pxz/ (St* ((St+1)"2-2"2)) - ((p~* (
St+1)*x ((2%zx (St+1))/(St)—-2%z)/ (Stx ((St+1)"2-z"2)"2)))) -
gx(z/St)-axy ;

yx (p*x/ (St* ((St+1)"2-2"2))— (2+p*x* (St+1)"2)/ (St ((St+1) ~2-
z"2)"2)) taxz, yvx (p*y/ (St* ((St+1)"2-2"2))— (2+p*y=* (St
+1)72) / (Stx ((St+1)"2-2"2)"2))+p* (St+1)/ ((St+1l)"2-2"2)-G

&
Il
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’ yx (pxz/ (St* ((St+1) "2-2"2)) — ((p* (St+1) * ((2xz* (St+1)
)/ (St))—2%z)/(Stx ((St+1)"2-2"2)"2))) xaxx+e;

—2xp*z*xX* (St+1) / (St* (2+«St+x"24+y"24+1)"2), (—exSt 5+ (6*xe—2x*e
*Z272) xSt 3+ (2+p*zxxtexz4-2xexz"2+e) xSt+dxexy"4+ (dxexz
"2+ex (84xN2+4) ) xy "t 2+xprzrytex (4xx"2+4) tex (4xx"4+4%x"2))
/ (St* (2%St+x"24+y"2+1) "2) ; (=G*xSt"5+St« (G*xz"4+ (p—2+
G) xz"2-p+G) +SL" 3% (—24G* 2" 2-p+6*xG) +G* (dxy " 2+4xx"2+4) x2
N2+ (—2xy N 2=-2xxX"2) *P+Gx (A*xy "4+ (8xx"2+4) xy " 2+4xx"4+4xx"2)
)/ (Stx (2%St+x"2+y"2+41)"2)];

SECUACIONES VARACIONALES
£f(4:12)=JAC*Y;

FHEHHHHHHHHHHHHHHSCRIPT SH##HH#HHHHHHHHHHH
nl=n; n2=nlx(nl+1l);

SNumero de paso

nit = round((tend-tstart) /stept);
%Almacenamiento de dato

y=zeros (n2,1); cum=zeros(nl,1l); yO0=y;
gsc=cum; znorm=cum;

$Valores iniciales
y(l:n)=ystart (:);

for i=1:n1 y((nl+1l)=*i)=1.0; end;
t=tstart;

%Ciclo
for ITERLYAP=1:nit

%$Solucion al sistema
[T,Y] = feval (fcn_integrator,rhs_ext_fcn, [t t+stept],vy);

t=t+stept;
y=Y (size(Y,1),:);

for i=1:nl
for 3j=1:nl1 y0(nl*i+j)=y(nlxj+i); end;
end;
$Proceso de ortonormalizacion de Gram—-Schmidt
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znorm (1)=0.0;
for j=1:nl znorm(l)=znorm(1l)+yO0(nl*j+1)"2; end;

znorm (1l)=sqgrt (znorm(1l)) ;
for j=1:nl y0(nl*j+1)=y0(nlxj+1)/znorm(1l); end;
for j=2:nl

for k=1:(j-1)
gsc(k)=0.0;

for 1=1:nl1 gsc(k)=gsc(k)+y0(nl*«1+7j)*y0(nlxl+k);

end;
end;

for k=1:nl
for 1=1:(j-1)
v0 (nl+xk+j)=y0 (nlxk+j)—gsc (1) »y0 (nl+k+1);
end;
end;

znorm(j)=0.0;
for k=1:nl znorm(j)=znorm(Jj)+y0(nl+k+j)"2; end;
znorm (j)=sqgrt (znorm(j));

for k=1:n1 y0(nlxk+3)=y0(nlxk+7j)/znorm(j); end;
end;
%Actualizacion de valores de los exponentes

for k=1:nl1 cum(k)=cum(k)+log(znorm(k)),; end;

%*Normalizacion del exponente
for k=1:nl
lp (k)=cum (k) / (t-tstart);
end;
if ITERLYAP==
Lexp=1lp;
Texp=t;
else
Lexp=[Lexp; lpl;
Texp=[Texp; t1];
end;

if (mod (ITERLYAP, ioutp)==0)
fprintf ('t=%6.4f",t);
for k=1:nl1 fprintf(' %10.6f',1p(k)); end;
fprintf ('\n'");
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end;
for i=1:nl
for j=1:nl
y(nlxj+i)=y0(nlxi+7j);
end;
end;
end;

Se obtiene:

Espectro de Lyapunov

15}

T S

| '.,“I‘ e Vas

051,

Exponente de Lyapunov

_1 5 1 1 Il
0 50 100 150 200

Tiempo

Figura 23: Espectro de Lyapunov para el sistema dimero de polaritén usando matlab.

E.2. PYTHON

Se uso python por la amplia disponibilidad de bibliotecas que hacen que sea més rpido
y sencillo el estudio y visualizacidn de sistemas en ciencias.

# PARAMETROS DEL SISTEMA
=1

T O 0Q @
ol
DN DN O
oo o ux

#SE IMPORTAN LIBRERIAS
> import numpy as np
;3 import matplotlib.pyplot as plt
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from numpy import sqgrt
from scipy.integrate import odeint

#SE
def

def

DEFINE LA MATRIZ JACOBIANA DEL SISTEMA
diff _rz(u):
X,¥Y,s2 = U

St = sqgrt(x*xty*xy+z*z);

U = ((1L + St)*p)/ ((1 + St)*x2 - z*z);
V = —(z*xp)/ ((1 + St)**2 — z%z);
f = [(U - G)xx — gxSt — axz*xy, (U - G)*y + exz + axzxx, (U -

G)*z + VxSt — exy |

Df = [[x* (p*x/ (St* ((St+1)**x2—2zxx2) ) — (2+p*x* (St+1) *%x2) / (St ((
St+1) **x2—z*x*x2) x%x2) )+

P* (St+1l)/ ((St+1l) **2-2z%%2) —g*x/St-G, xx (pxy/ (St* ((St+1) **2-z
*%2))

—(2%p*y* (St+1) *xx2) / (St ((St+1l) **2—z*%x2) *xx2) ) —grxy/St-ax*z, X
*x (pxz/ (St ((St+1) **2—z*x%2))

—((p* (St+1) * ((2xzx (St+1) )/ (St)=2%2z) / (St*x ((St+1l) *x*x2—z**2) *%2))
))—g*(z/St)-axy 1,

[y* (prx/ (St* ((St+1) +*2—zx%x2) ) — (2xp*x* (St+1) *%2) / (St ((St+1)
**x2—Z**x2) x*%2) ) +axz,

y* (P*y/ (St* ((St+1) *+x2-z%x%2) ) — (2+pxy* (St+1) *x2) / (St ((St+1)
**k2—Z%%2) **x2))

+p* (St+1)/ ((St+l) x*x2-zx*2) =G, y* (p*z/ (St* ((St+l)**x2—z*%2))

—((p* (St+1) * ((2%xz* (St+1) )/ (St))—=2%2z)/ (St* ((St+1) **x2—2z**2) **2)
) ) xaxx+e],

[—2xpxzxxX*x (St+1) / (St* (24«St+x*x*x2+y*x*x2+1) **2), (—e*St**x5+(6+%e
—2*%e*xZx*2) xSt *x3

+ (2xprzrixtexzxxd-2xexzx*2+e) xSttdrexyrxxd+ (dxexzx*x2+e*x (8xx
*%2+4) ) xy*x2*xprzrytex (dxxx*x2+4) +

ex (A+x+*xA+4xx+%2) )/ (St* (2+St+xX*#2+y**x2+1) **2), (—G+Stxx5+St* (
Gxzxx4+ (p—2%xG) xz*x*2—p+G) +

StA*3% (—24G*Z2*x*2-P+6*xG) +G* (dxy**x2+4*xX**x2+4) *Z*x %2+ (—2*Y**2—2*X
*%2) *PtGC* (Axy*x4+ (8*xx*x2+4) xyx*2+

4*x**4+4*x**2))/(St*(Z*St+x**2+y**2+l)**2)]]

return np.array(f), np.array(Df)

LEC_system(u) :

#x,v,z = ul:3] # n=3

#Matriz cuadrada nxn, sub-arreglo desde n hasta n+n#*n=n+*(n+1)

U = u[3:12].reshape([3,3])

#Vector, sub-arreglo desde n+(n+l1) hasta n#*(n+l)+n=n+*(n+2)

L = ull2:15]

# Llama a una funcion diff rz () con un subarreglo de los
primeros tres elementos de u como argumento y asigna 1os
valores devueltos a £ y Df.

£f,Df = diff _rz(ul[:3])

# Calcula el producto punto de la matriz transpuesta U con el

producto punto de la matriz Df y la matriz U. E1
resultado se asigna a la variable A.
A = U.T.dot (Df.dot (U))
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37 #Extrae los elementos diagonales de la matriz A usando np.
diag() y crea una copia de ellos, que se asigna a la
variable dL.

38 dL = np.diag(A) .copy();

39 for i in range (3):

40 Ali,i] =0

41 for j in range (i+1,3): A[i,j] = -A[7j,1]

2 #Calcula el producto punto de la matriz U y la matriz A
modificada y asigna el resultado a la variable dU.

43 dU = U.dot (A)

44 # La funcion devuelve un arreglo concatenado que consiste en
f, dU aplanado y dL.

45 return np.concatenate ([f,dU.flatten(),dL])

4 #SE DECLARAN ARREGLOS CON CONDICIONES INICIALES

47 u0 = np.ones (3)

s U0 = np.identity (3)

9 LO = np.zeros(3)

so. u0 = np.concatenate ([ul0, UO.flatten(), LOJ)
s1. #SOLUCION DE ECUACIONES VARACIONALES

> t = np.linspace (0,200,10000)

53 u = odeint (lambda u,t:LEC_system(u),ul,t, hmax=0.05)
ss L = u[5:,12:15].T/t[5:]

ss #PLOTEO Y EXPORTACION DE GRAFICO

s plt.plot(t[5:],L.T[:])

57 plt.title( )

ss plt.xlabel ( )

5o plt.ylabel ( )

o print (L.T)

o plt.savefig( , dpi=200)

Espectro de Lyapunov
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1.0 W

0.5 A

0.0 A

Exponente
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_10 4

_15 4

0 25 50 75 100 125 150 175 200
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Figura 24: Espectro de Lyapunov para el sistema dimero de polaritén usando python.

Se observa que la figura 23]y la figura[24] nos proporciona informacién equivalente.
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