
Fundamentos de la teoría cuántica de
campos fuera de equilibrio

Autor:

Lucciano Hector Toscano Torres

Asesor:

Dr. Miguel Angel Bastarrachea Magnani

PROYECTO TERMINAL I: INVESTIGACIÓN TEÓRICA
CLAVE 2111107. TRIMESTRE 23-I.

Licenciatura en Física
Universidad Autónoma Metropolitana-Iztapalapa

19 de Junio 2023



ÍNDICE ÍNDICE

Índice

1. Introducción 3
1.1. Historia e importancia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

2. Teoría cuántica de campos 4
2.1. Funciones de Green . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
2.2. Integral de camino de Feynman . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

3. Teoría de Keldysh 9
3.1. Estados Coherentes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
3.2. Integrales Gaussianas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
3.3. Función de partición . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
3.4. Rotación de Keldysh . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

4. Oscilador armónico 25

5. Conclusiones 28

6. Apendice 29
6.1. Matriz de densidad y sus propiedades . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
6.2. Operador de evolución . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
6.3. Representación de Heisenberg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
6.4. Ec. De Von Neumann . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

1 PROYECTO TERMINAL I



ÍNDICE ÍNDICE

Resumen

Dentro de las microcavidades ópticas surge una interacción fuerte entre luz (fotones) y
materia (excitones de un semiconductor), que forman cuasipartículas llamadas polarito-
nes. Las interacciones polariton-polariton dan efectos cuánticos bosónicos como el con-
densado Bose-Einstein, la superfluidez y la superconductividad. A pesar de las técnicas
que se hacen para conocer las propiedades de estas cuasiparticulas (como la aproximación
de campo medio), no suelen considerarse efectos que están altamente fuera de equilibrio,
por lo que se requieren nuevos métodos para describir mejor sus propiedades y sus apli-
caciones. Además en estos sistemas polaritónicos se tienen interacciones de muchos cuer-
pos, por lo que su descripción puede darse a través de la segunda cuantización y esta a su
vez nos lleva a una teoría cuántica de campos (QFT por sus siglas en inglés). De modo
que en el presente texto se tratará con las técnicas matemáticas de una QFT en equilibrio
y fuera de equilibrio, basada en el formalismo de Keldysh; para después poder describir
los efectos e interacciones entre polaritones.

2 PROYECTO TERMINAL I



1 INTRODUCCIÓN

1. Introducción

1.1. Historia e importancia

Como se sabe el universo está compuesto de muchas partículas que están interactuando
en todo momento, no solo entre ellas también por los campos que crean -como el gra-
vitacional o el electromagnético. Sin embargo, el principal problema son los potenciales
entre partículas que en mecánica cuántica clásica se tendrían que agregar a la ecuación de
Schrödinger. A pesar de que esta ecuación describiría el estado completo de un sistema,
es impracticable (en la mayoría de los casos) ya que si son N partículas, se tendrían N -
ecuaciones acopladas. Entonces para obtener una solución de una manera más sencilla,
se tienen que desarrollar otras teorías o mejorar las que existen. En este caso se desarro-
llará la segunda cuantización, la cual fue desarrollada por Dirac para los bosones [1] y
luego mejorada por Fock [2], Jordan y Wigner [3]. En esta teoría las partículas pasan a
ser excitaciones de un campo, como los fotones para el campo electromagnético, así se
pasa a tener una teoría cuántica de campos (QFT por sus siglas en inglés). Asimismo al
tener muchos cuerpos, se tienen interacciones fuertes entre ellos que llevan a dividir el
Hamiltoniano en uno interactuante y otro no interactuante.

La primer teoría cuántica de campos fue la electrodinámica cuántica, desarrollada
independientemente por Tomonaga, Schwinger y Feynman, aproximadamente en 1948 [4,
5, 6]. Se tendrá atención especial a la técnica de Feynman en la sección 2 de este texto.
Gracias a este avance, se pudieron desarrollar las teorías cuánticas de campos para la
fuerza fuerte, la fuerza débil y, la que tratará este texto, cuántica de campos fuera de
equilibrio. Los pioneros en esta teoría fuera de equilibrio fueron Julian Schwinger [7] y
siendo formalizada por Leonid Keldysh [8].Keldysh (7 de abril de 1931 – 11 de noviembre
de 2016) fue un físico Ruso, profesor en el Instituto de Física Lebedev de la Academia
Rusa de Ciencias en Moscú.

Este proyecto tratará de una revisión sobre el formalismo de Keldysh, que usa una
técnica análoga a la integral de trayectoria de Feynman, este método es usado tanto en
equilibrio como fuera de equilibrio. Se empezará con una somera introducción a la teoría
cuántica de campos, las funciones que se usan y una idea de la integral de camino de
Feynman. Después se desarrollará la teoría de Keldysh, junto a un ejemplo para ver el
significado de diversos conceptos introducidos ahí. El objetivo a futuro es tratar sistemas
novedosos como los fluidos cuánticos de luz, que ofrecen efectos únicos fuera de equi-
librio e interacciones fuertes, como la condensación Bose Einstein, la superfluidez y la
superconductividad [9].
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2 TEORÍA CUÁNTICA DE CAMPOS

2. Teoría cuántica de campos

Como se mencionó desde el descubrimiento de la primera teoría cuántica de campos,
que trata sobre las interacciones electromagnéticas (electrodinámica cuántica), se han
desarrollado otras que unifican las fuerzas fundamentales de la naturaleza, la fuerza débil
(con el modelo electrodébil) y la fuerza fuerte (con la cromodinámica cuántica). Con estas
se logró crear una sola que es capaz de explicar casi todos los fenómenos que existen, esta
teoría es el modelo estándar; que constituye uno de los mayores logros en la física por su
precisión y su gran rango de aplicación [10]. En general es esencial para la física nuclear,
la física atómica, física de materia condensada, astrofísica y física de partículas. Hasta
ahora la única fuerza que escapa al marco de esta teoría es la gravedad, que tiene su
propio desarrollo en la Relatividad General.

Como se tratará con la teoría cuántica de campos fuera de equilibrio de muchos
cuerpos, es necesario introducir algunos conceptos matemáticos generales que se usarán
a lo largo del texto y que serán de gran ayuda para llegar a la teoría de Keldysh. Uno
de ellos son las funciones de Green. Estas funciones son muy importantes porque nos
permiten calcular la propiedades más importantes del sistema como la probabilidad de
que una partícula pase de un punto a otro, la distribución espectral del sistema, la densidad
promedio de las partículas o la densidad de corriente promedio [11, 12]. El otro es la
integral de caminos de Feynman, ya que la teoría de Keldysh la usa de una forma similar
y porque da una visión distinta de la teoría cuántica que es equivalente a la de Scrödinger.

2.1. Funciones de Green

La función de Green o propagador de una partícula es la amplitud de probabilidad de
encontrar a una partícula en el sistema en un punto r2 y un tiempo t2, dado que estaba
originalmente estaba en un punto inicial r1 y un tiempo inicial t1. Primero tomemos un
sistema donde el operador Hamiltoniano no depende del tiempo H0 ̸= H0(t), con la
ecuación de Schrödinger:

[iℏ ∂
∂t

−H0(r) − V (r)]Ψ(r, t) = 0, (2.1)

donde Ψ(r, t) = ⟨r| Û(t, t0) |α⟩, |α⟩ es un vector de estado o ket usualmente se suele
escribir como |ψ⟩ son equivalentes, Û(t, t0) es el operador de evolución tratado en el
apéndice, H0(r) es el Hamiltoniano sin interacciones donde conocemos sus eigenestados
que son las energías de la partícula libre (Ea = ℏωa) y V (r) es un potencial externo que
puede ser tratado como una perturbación. La función de onda, si no dependiera de V (r),
puede ser desarrollada en eigenkets |a⟩ de un observable A que conmuta con H0(r), por
lo que ambos tendrían los mismos eigenkets [13]. De esta manera H0 al no depender del
tiempo se usa la ecuación del apéndice 6.19
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2.1 Funciones de Green 2 TEORÍA CUÁNTICA DE CAMPOS

Ψ(r, t) = ⟨r| exp
{

−iĤ0(t− t0)
ℏ

}
|α, t0⟩ (2.2)

=
∑

a

⟨r|a⟩ ⟨a|α, t0⟩ exp
{

−iEa(t− t0)
ℏ

}
(2.3)

=
∑

a

ca(t0)ua(r) exp
{

−iEa(t− t0)
ℏ

}
, (2.4)

dónde se aplicó ∑
a

|a⟩ ⟨a| = 1, (2.5)

ua(r) = ⟨r|a⟩ ⇒ u∗
a(r) = ⟨a|r⟩ . (2.6)

Esta última ecuación es una eigenfunción de un operador Â. También

ca(t0) = ⟨a|α, t0⟩ =
∫
d3r′ ⟨a|r′⟩ ⟨r′|α, t0⟩ =

∫
d3r′u∗

a(r′)Ψ(r′, t0). (2.7)

Sustituyendo

Ψ(r, t) =
∑

a

∫
d3r′ ⟨a|r′⟩ Ψ(r′, t0) ⟨r|a⟩ exp

{
−iEa(t− t0)

ℏ

}
(2.8)

=
∫
d3r′G(r, t; r′, t0)Ψ(r′, t0), (2.9)

se define

G(r, t; r′, t0) ≡
∑

a

|⟨r|a⟩|2 exp
{

−iEa(t− t0)
ℏ

}
(2.10)

=
∑

a

⟨r|a⟩ ⟨a|r′⟩ exp
{

−iEa(t− t0)
ℏ

}
, (2.11)

esta función se puede reescribir usando la completitud de la base a,

G(r, t; r′, t0) = ⟨r| exp
{

−iĤ(t− t0)
ℏ

}
|r′⟩ . (2.12)

Además es una solución de la ecuación de Schrödinger [14]

[i ∂
∂t

−H0(r) − V (r)]G(r, t; r′, t0) = δ(r − r′)δ(t− t0), (2.13)

entonces la inversa de la función G se puede definir simbólicamente como

G−1(r, t) ≡ [i ∂
∂t

−H0(r) − V (r)]. (2.14)

La ecuación 2.8 nos dice la contribuciones de la función de onda inicial Ψ(r′, t0) a la
función de onda final Ψ(r, t), propagadas desde todos los puntos r′ al tiempo t0 hasta el
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2.1 Funciones de Green 2 TEORÍA CUÁNTICA DE CAMPOS

punto r en el tiempo t > t0. Por esta razón G(r, t; r′, t0) se llama propagador y es una
función de Green. De este caso si r = r′, tomando t0 = 0 e integrando sobre todo el
espacio la ecuación 2.12 se vuelve

G(t) ≡
∫
G(r, t; r, 0)d3r

=
∫ ∑

a

|⟨r|a⟩|2 exp
{−iEat

ℏ

}
d3r

=
∑

a

exp
{−iEat

ℏ

}
,

Esta ecuación, al ser la suma sobre los estados a, se puede ver que es análoga a la fun-
ción de partición de la física estadística escogiendo tiempo imaginarios. Por lo que, con t
imaginaria, se define β que es real y positiva tal que

β ≡ it

ℏ
. (2.15)

De esta manera G(t) puede ser identificada como la función de partición

Z ≡ G(t) =
∑

a

exp{−βEa}. (2.16)

Como se verá a lo largo de este texto y con este ejemplo, algunas técnicas de propagadores
en cuántica también son útiles en física estadística.

Ahora se pide la condición de causalidad, que los eventos iniciales solo se propa-
guen hacia el futuro. Esto quiere decir que para t < t0 ⇒ G(r, t; r′, t0) = 0, entonces con
la función escalón,

θ(t− t0) =


1 si t > t0

0 si t < t0

(2.17)

Una vez más reescribiendo el propagador tenemos que

G(r, t; r′, t0) = θ(t− t0) ⟨r| exp
{

−iĤ(t− t0)
ℏ

}
|r′⟩ (2.18)

Si notamos que lo que está dentro del braket es el operador de evolución, podemos escribir
el propagador y la función de onda de manera general para un tiempo arbitrario t′ < t
como

G(r, t; r′, t′) = θ(t− t′) ⟨r| Û(t, t′) |r′⟩ (2.19)

Ψ(r, t) =
∫
d3r′θ(t− t′) ⟨r| Û(t, t′) |r′⟩ ⟨r′|α, t′⟩ . (2.20)

Asimismo la función de Green nos permite calcular el espectro energético con la parte
imaginaria de la energía, donde en el plano complejo estas energías son polos simples
(por este motivo son resonancias del sistema) [13].
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2.2. Integral de camino de Feynman

En la representación de Heisenberg (ver ecuación 6.28 del apéndice) el propagador 2.12
puede escribirse como

G(r, t; r′, t0) = ⟨r, t|r′, t0⟩ , (2.21)

en esta representación esta ecuación es la amplitud de probabilidad de que una partícula
que está inicialmente en t0 en la posición r′ sea encontrada en un tiempo posterior t
y una posición r. No tiene que ser un tiempo inicial t0, puede ser a cualquier tiempo
t′ < t. Análogo a los kets de posición de Schrödinger, a cualquier tiempo los kets en la
representación de Heisenberg forman un conjunto completo, por lo que se puede tener el
operador identidad como ∫

d3r |r, t⟩ ⟨r, t| = 1̂. (2.22)

En seguida con este operador se puede dividir la parte temporal de la ecuación 2.21cuantas
veces se quiera (se tiene una traslación finita temporal), siendo análogo a una suma de
Riemann para después pasa al límite donde es continuo. Este desarrollo, fue creado por
R.P. Feynman en 1948 [4], lo que lleva a una formulación independiente de la mecánica
cuántica. Así dividiendo el intervalo temporal de t1 a tN en N − 1 partes iguales

δt ≡ tn − tn−1 = tN − t1
N − 1 , (2.23)

se considera amplitud de transición del punto inicial (x1, t1) -en una dimensión al punto
final (xN , tn), usando 2.22 en 2.21 se llega a

⟨xN , tN |x1, t1⟩ =
∫
dxN−1

∫
dxN−2 . . .

∫
dx2 ⟨xN , tN |xN−1, tN−1⟩

× ⟨xN−1, tN−1|xN−2, tN−2⟩ . . . ⟨x2, t2|x1, t1⟩ . (2.24)

Para cada intervalo se considera una amplitud de probabilidad, como 2.21, al conocer
cada una e integrar respecto a cada xn; n ∈ 2, 3 . . . , N − 1 se podría tener la solución de
la ecuación original. A diferencia de la mecánica clásica, en cuántica la partícula podría
estar en cualquier trayectoría incluso las que no son posibles de manera clásica, por eso se
tiene una suma sobre todos los caminos posibles. Sin embargo, aún no se puede obtener
una solución directa porque no se conoce la forma explícita de cada ⟨xn, tn|xn−1, tn−1⟩.

Examinando los operadores de evolución Û(t, t0) (del apéndice) se tienen expo-
nenciales complejas, con exponentes con unidades de la acción (energía por unidad de
tiempo), por el Hamiltoniano y el tiempo. Como el Hamiltoniano se puede deducir del
Lagrangiano y este a su vez del principio de mínima acción. Con esta observación Feyn-
man y Dirac [15] propusieron que la fase de las funciones de onda es la acción clásica (la
integral respecto al tiempo del Lagrangiano clásico alrededor de un camino) esto es

exp
[
i
∫ t2

t1

dtLclas(x, ẋ)
ℏ

]
∼ ⟨x2, t2|x1, t1⟩ . (2.25)
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2.2 Integral de camino de Feynman 2 TEORÍA CUÁNTICA DE CAMPOS

Antes de establecer una igualdad, se introduce una notación para la acción que es

S(n, n− 1) ≡
∫ tn

tn−1
dtLclas(x, ẋ), (2.26)

en esta notación no es explícito que se está tratando de una sola trayectoria, pero por
Lclas es evidente que es a través de un solo camino donde se integra. Si se toma un solo
camino se tendrán contribuciones sucesivas de cada división temporal (solo del camino
específico) por lo cual se tiene

N∏
n=2

exp
[
i
S(n, n− 1)

ℏ

]
= exp

[
i

ℏ

N∑
n=2

S(n, n− 1)
]

= exp
[
iS(N, 1)

ℏ

]
, (2.27)

dónde se definió

S(N, 1) ≡
N∑

n=2
S(n, n− 1). (2.28)

Nuevamente esta no es la solución de ⟨xN , tN |x1, t1⟩, solo es la contribución de una tra-
yectoría, aún se tienen que hacer las integrales de cada xn. Para desarrollar la conjetura al
continuo con δt → 0 (diferencias temporales infinitamente pequeñas), la ecuación 2.25,
para cualquier xn, con una constante de normalización B que depende de δt es

⟨xn, tn|xn−1, tn−1⟩ = B(δt) exp
[
iS(n, n− 1)

ℏ

]
. (2.29)

Para el valor de la constante, por ortonormalidad y en el caso de una partícula libre
(V (x) = 0), se consigue [16]

B(δt) =
(

m

2πiℏδt

)1/2
,

esta constante es para cada camino. Por lo que la transición de probabilidad 2.24, al tener
divisiones infinitamente pequeñas o N → ∞ divisiones es

⟨xN , tN |x1, t1⟩ = ĺım
N→∞

(
m

2πiℏδt

)(N−1)/2 ∫
dxN−1

∫
dxN−2 . . .

∫
dx2 exp

[
iS(N, 1)

ℏ

]
,

(2.30)

Definiendo un operador integral infinito como∫ xN

x1
D[x(t)] ≡ ĺım

N→∞

(
m

2πiℏδt

)(N−1)/2 ∫
dxN−1

∫
dxN−2 . . .

∫
dx2, (2.31)

permite reescribir la ecuacion 2.30 (donde se toma el límiteN → ∞ para la acción) como

⟨xN , tN |x1, t1⟩ =
∫ xN

x1
D[x(t)] exp

[
i

ℏ

∫ tN

t1
Lclas(x, ẋ)

]
. (2.32)

tN y xN no se ven afectadas por el límite porque son puntos fijos en el espacio-tiempo,
nuestras condiciones de frontera. La ecuación 2.32 es la Integral de caminos de Feyn-
man. Se puede ver que es la suma de todos los caminos por 2.30.
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3 TEORÍA DE KELDYSH

3. Teoría de Keldysh

Para tratar los sistemas a bajas temperaturas, que tienen un Hamiltoniano dependiente del
tiempo Ĥ(t) y están compuestos de muchas partículas, como el campo electromagnético,
es necesario tomar la idea que Keldysh desarrolló [8]. En el texto se tomará como refe-
rencia los libros [12, 17, 11], en este capítulo se tratará otra clase de kets llamados estados
coherentes, también se verán las integrales Gaussianas y la forma de resolverlas, luego el
uso y obtención de la función de partición (aunque desde el principio se habla un poco de
ella) y al final de la rotación de Keldysh que condensará todo lo que se usó anteriormente.
En estos sistemas se usará el operador de densidad que depende del tiempo ρ̂(t) y no la
función de onda, por ser representación más general que incluye estados mixtos (clásicos
y cuánticos), dada por 6.32 descrito en el apéndice.

En este caso se asume que se sabe el estado del sistema en un tiempo en el pasa-
do lejano t → −∞, donde estaba descrito por ρ̂(−∞) y en ese tiempo el hamiltoniano
Ĥ(−∞) = Ĥ0 no tiene interacciones. Pero estas interacciones son cambiadas lentamente
y adiabáticamente (sin intercambio de calor) para alcanzar su verdadero valor real mo-
mentos antes del tiempo de observación Ĥ(t′), vale la pena notar que este Hamiltoniano
puede depender del tiempo.

En cambio de la ecuación de Schrödinger usual, la matriz de densidad en el caso
fuera de equilibrio evoluciona respecto la ecuación de Von Neumann 6.33,

⇒ i
dρ̂(t)
dt

= [Ĥ, ρ̂(t)], (3.1)

dónde se toma ℏ = 1 en términos del operador de evolución operador ec. 6.32 de densidad
está escrito como

ρ̂(t) = Ût,−∞ρ̂(−∞)Û−∞,t, (3.2)

también se reescribió el operador de evolución

Ût,−∞ ≡ Û(t,−∞). (3.3)

La solución de la ec. De Von Neumann en su forma más general viene dada por las series
de Dyson 6.21, la cual se puede reescribir en la representación de Heisenberg como

Ût,t′ = Te−i
∫ t

t′ Ĥ(t)dt, (3.4)

este es un producto infinito llamado exponencial ordenada en el tiempo, donde T ordena
los operadores a la izquierda que están cronológicamente después o los que están antes a
la derecha. Para conocer el valor esperado de un operador Â(t) en el tiempo t, similar que
la ec. 6.6 que es independiente del tiempo, se define

⟨Â⟩(t) ≡ Tr[Âρ̂(t)]
Tr[ρ̂(t)] = Tr[ÂÛt,−∞ρ̂(−∞)Û †

−∞,t]
Tr[ρ̂(t)] = Tr[Û−∞,tÂÛt,−∞ρ̂(−∞)]

Tr[ρ̂(t)] , (3.5)

La última igualdad es por la permutación cíclica dentro de la traza. Esta expresión -leída
de derecha a izquierda- muestra la evolución del sistema desde t → −∞ donde conoce-
mos el operador de densidad, hacía t en el momento que medimos, después de regreso
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3 TEORÍA DE KELDYSH

hacía t → −∞. De esta manera se evoluciona la observable desde el estado inicial de ida
y regreso en el tiempo. Ahora se puede evolucionar el estado hasta t → +∞ y regresar
hasta t → −∞ usando Ût,+∞Û+∞,t = 1̂ en 3.5, junto a 6.14 se tiene

⟨Â⟩(t) = Tr[Û−∞,t1̂ÂÛt,−∞ρ̂(−∞)]
Tr[ρ̂(−∞)] = Tr[Û−∞,tÛt,+∞Û+∞,tÂÛt,−∞ρ̂(−∞)]

Tr[ρ̂(−∞)]

⟨Â⟩(t) = Tr[Û−∞,+∞Û+∞,tÂÛt,−∞ρ̂(−∞)]
Tr[ρ̂(−∞)] . (3.6)

Esta evolución temporal de ida y regreso se llama contorno de tiempo cerrado C fig 1.
El observable Â se mide en algún tiempo t en la rama que va hacia delante en el tiempo,
usualmente Tr[ρ̂(−∞)] = Tr[ρ̂(t)] = 1 ya que se encuentra normalizado. En casos
fuera de equilibrio es necesaria la traza porque puede ser similar a la función de partición
canónica.

Figura 1: Contorno de tiempo cerrado C, cuando t → +∞ el operador de evolución
regresa hacía t → −∞. Este contorno está descrito por 3.6.

El operador de evolución en este contorno puede ser descrito como ÛC = Û−∞,+∞Û+∞,−∞.
Si el Hamiltoniano es el mismo de ida y regreso, como un sistema en equilibrio, entonces
la evolución en ambos sentidos de ida-regreso de cualquier estado lo deja exactamente
igual. De esta manera simplemente se tiene que ÛC = 1̂, y entonces también se puede
definir la función de partición como

Z ≡ Tr[ÛC ρ̂(−∞)]
Tr[ρ̂(−∞)] , (3.7)

que en este caso da Z = 1, donde también se considera ρ(−∞) normalizado. Recordando
que la función de partición es la suma de todos los estados posibles del sistema.

Por otro lado si se tiene un observable en cualquier lado del contorno, similar a 3.5,
entonces se tiene que modificar el Hamiltoniano Ĥ(t) para agregar este término de manera
que se define

Ĥ±
V ≡ Ĥ(t) ± ÂV (t). (3.8)

Hay una parte del operador que no depende explícitamente del tiempo y otra que sí, que es
V (t), por lo que se separá en estas dos componentes. El signo más o menos se refiere a la
parte de ida o regreso respectivamente, V (t) es un potencial que depende del tiempo. Así
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como el hamiltoniano es distinto en ambas ramas del contorno, ÛC[V ] ̸= 1̂, en este caso
ÛC[V ] es descrito por 6.21 o por 3.4, sustituyendo adecuadamente el nuevo Hamiltoniano
en la respectiva Û . La función de partición de esta manera se vuelve

Z[V ] ≡ Tr{ÛC[V ]ρ̂(−∞)}
Tr[ρ̂(−∞)] . (3.9)

Usando esta función, en 3.6 el resultado será

⟨Â⟩(t) = i

2
δZ[V ]
δV (t)

∣∣∣∣
V =0

, (3.10)

como se verá a lo largo de este capítulo se tendrán resultados similares a este. Se hace notar
se tiene una ecuación que describe la distribución de partículas en el sistema conforme
avanza el tiempo, al regresar en la otra rama se conocerían los cambios que tuvo el sistema.

3.1. Estados Coherentes

La función de partición nos permite encontrar la función generadora y esta a su vez nos
muestra los valores de las observables de interés. La manera más sencilla para encontrar
las función generadora de los bosones, es a través de la base de Fock en segunda cuan-
tización. Se usan los operadores de creación â†

i y aniquilación âi bosónicos tales que
cumplen

[âi, â
†
j] = δij. (3.11)

Estos operadores pueden actuar en un estado de muchos cuerpos con N = ∑
i ni bosones

distribuidos en distintos niveles de energía cada uno con una ocupación de ni partículas.
Para introducir otro concepto solo se trabajará con un solo estado de una sola partícula
|ni⟩; el cual cumple con las siguientes propiedades

⟨ni|nj⟩ = δij;
∑

n

|ni⟩ ⟨ni| = 1̂, (3.12)

lo que significa que la base de Fock de ese estado de una sola partícula es una base orto-
normal. En este caso los operadores â†

i y âi cumplen con

â†
i |ni⟩ =

√
ni + 1 |ni + 1⟩ (3.13)

âi |ni⟩ = √
ni |ni − 1⟩ (3.14)

El estado del vacío es importante para la normalización, en este no hay partículas

|ni = 0⟩ ≡ |0⟩ (3.15)

Al pasar a segunda cuantización el Hamiltoniano en la función de partición depende de los
operadores de aniquiliación y creación, entonces conviene usar otros eigenestados de estos
operadores, que facilitaran las integrales a realizar, para bajas temperaturas, estos son los
estados coherentes. Ya que al estar cerca de T = 0 las funciones de onda son coherentes,
porque su fase es la misma, así su incertidumbre es la mínima y se comportan como

11 PROYECTO TERMINAL I
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osciladores armónicos [18].Estos estados están parametrizados por un número complejo
z, se definen como un estado propio derecho del operador de aniquilación âi con valor
propio z tales que

âi |z⟩ = z |z⟩ ; ⟨z| â†
i = z∗ ⟨z| , (3.16)

donde ∗ indica conjugación compleja. Cada estado de una sola partícula tiene su operador
de aniquilación propio pero al ser indistinguibles las partículas se toma el mismo. Si el
Hamiltoniano tiene los operadores â†

i al lado izquierdo de los operadores â entonces se
tiene que Ĥ = Ĥ(â†

i , âi) y sus elementos de matriz en estos estados son dados por

⟨z| Ĥ(â†
i , âi) |z′⟩ = Ĥ(z∗, z′) ⟨z|z′⟩ . (3.17)

En cualquier caso sino estuvieran ordenados de esta manera, siempre se puede ordenar
con las reglas de conmutación 3.11. Por otro lado como los estados de número |ni⟩ son
una base completa se expande |z⟩ en estos términos

|z⟩ =
∞∑

ni=0
Cni

|ni⟩ , (3.18)

aplicando el operador de aniquilación y por 3.14

â |z⟩ =
∞∑

ni=0
Cni

√
ni |ni − 1⟩ = z

∞∑
ni=0

Cni
|ni⟩ . (3.19)

Al igualar los coeficientes, se tiene

Cni

√
ni = zCni−1

⇒ Cni
= z

√
ni

Cni−1.

Sustituyendo ni − 1 veces los coeficientes se llega a

Cni
= zni

√
ni!
C0 (3.20)

Así se obtiene

|z⟩ = C0

∞∑
ni=0

zni

√
ni!

|ni⟩ . (3.21)

Para obtener C0 hay que normalizar el estado coherente, de la siguiente manera:

⟨z|z⟩ = 1 = |C0|2
∑
ni

∑
n′

i

z∗nizn′
i√

ni!n′
i!

⟨ni|n′
i⟩ ,

por la ortonormalidad de 3.12 la ecuación anterior se vuelve

1 = |C0|2
∞∑

ni=0

|z|2ni

ni!
= |C0|2e|z|2 ⇒ C0 = ±e− 1

2 |z|2 . (3.22)
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Se toma el valor positivo, finalmente los estados coherente descritos en la base de números
se puede escribir de dos maneras, una por lo anterior escrito y otra por la normalización
|ni⟩ = (a†)ni√

ni!
|0⟩ [19]

|z⟩ = e− 1
2 |z|2

∞∑
ni=0

zni

√
ni!

|ni⟩ = e− 1
2 |z|2

∞∑
ni=0

zni(a†)ni

ni!
|0⟩ (3.23)

= ea†z− 1
2 |z|2 |0⟩ . (3.24)

⟨z| = e− 1
2 |z|2

∞∑
ni=0

(z∗)ni

√
ni!

⟨ni| (3.25)

Ahora los estados coherentes no son ortogonales, para |z⟩ y |z′⟩ se tiene con 3.23 y 3.25

⟨z|z′⟩ = e− 1
2 |z|2− 1

2 |z′|2
∞∑

ni,nj=0

z∗niz′nj√
ni!nj!

⟨ni|nj⟩

= e− 1
2 |z|2− 1

2 |z′|2
∞∑

ni=0

(z∗z′)ni

ni!

= e− 1
2 |z|2− 1

2 |z′|2+z∗z′ = e− 1
2 (|z|2+|z′|2−zz′∗−z∗z′)+ 1

2 (z∗z′−zz′∗)

⟨z|z′⟩ = e
1
2 (z∗z′−zz′∗)− 1

2 |z−z′|2 , (3.26)

Como el primer término es una fase compleja

|⟨z|z′⟩|2 = e−|z−z′|2 ̸= 0. (3.27)

Pero si |z − z′| crece se vuelven casi ortogonales, pero nunca llegan a serlo, por lo que a
esta clase de base se le llama sobrecompleta [20, 21].

Por otro lado se tiene que cumplir la relación de completitud de los estados cohe-
rentes, la cual es dada por una integral en el plano complejo de z tal que∫ ∞

−∞
|z⟩ ⟨z| d[z∗, z] = 1̂, (3.28)

donde si z = x+ iy entonces

d[z∗, z] ≡ d(Re z)d(Im z)
π

= dxdy

π
. (3.29)

Para mostrar esto usando nuevamente 3.23 y 3.25 se llega a∫ ∞

−∞
|z⟩ ⟨z| d[z∗, z] =

∫ ∞

−∞
e−|z|2

∞∑
ni,nj=0

zni(z∗)nj√
ni!nj!

|ni⟩ ⟨nj| d[z∗, z], (3.30)

cambiando a coordenadas polares del plano complejo z = reiθ ⇒ dxdy = rdrdθ. Así la
ecuación anterior se vuelve∫ ∞

−∞
|z⟩ ⟨z| d[z∗, z] =

∞∑
ni,nj=0

|ni⟩ ⟨nj|
π
√
ni!nj!

∫ ∞

0
e−r2

rni+nj+1dr
∫ 2π

0
eiθ(ni−nj)dθ. (3.31)
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Como ∫ 2π

0
eiθ(ni−nj)dθ = 2πδninj

,

sustituyendo y desarrollando∫ ∞

−∞
|z⟩ ⟨z| d[z∗, z] =

∞∑
ni=0

|ni⟩ ⟨ni|
ni!

∫ ∞

0
2r2ni+1e−r2

dr. (3.32)

Ahora sea r2 = u ⇒ 2rdr = du; y así la otra integral, por la función Gamma [22]∫ ∞

0
unie−udu = ni!.

Con esta integral y usando 3.12 se logra∫ ∞

−∞
|z⟩ ⟨z| d[z∗, z] =

∞∑
ni=0

|ni⟩ ⟨ni| = 1̂ (3.33)

Igualmente se tienen otras identides que se usaran para el cálculo de la traza de la función
de partición y del operador de densidad en la base coherente.Para un operador Â en el
espacio de ocupación de número y su igualdad en el de estados coherente, se tiene

Tr[Â] ≡
∞∑

ni=0
⟨ni| Â |ni⟩ =

∞∑
ni=0

⟨ni| Â
∫ ∞

−∞
|z⟩ ⟨z|ni⟩ d[z∗, z]

=
∫ ∞

−∞
d[z∗, z]

∞∑
ni=0

⟨z|ni⟩ ⟨ni| Â |z⟩ =
∫ ∞

−∞
d[z∗, z] ⟨z| Â |z⟩ ,

donde se usa 3.33 y 3.12. Así el resultado es

⇒ Tr[Â] ≡
∞∑

ni=0
⟨ni| Â |ni⟩ =

∫ ∞

−∞
d[z∗, z] ⟨z| Â |z⟩ (3.34)

Otra identidad es la solución de una función que depende de la densidad en los estados
coherentes, dada por

f(ρ) ≡ ⟨z| ρâ†
i âi |z′⟩ . (3.35)

Derivando parcialmente respecto a ρ
∂f

∂ρ
= ⟨z| â†

i âiρ
â†

i âi−1 |z′⟩ ,

usando la relación g(â†
i âi)âi = âg(â†

i âi − 1) -que se ocupa en la conmutación de los
operadores- se tiene

∂f

∂ρ
= ⟨z| â†

iρ
â†

i âi âi |z′⟩ = z∗z′ ⟨z| ρâ†
i âi |z′⟩ = z∗z′f(ρ).

Integrando esta ecuación diferencial con la condición inicial f(1) = e− 1
2 (|z|2+|z′|2)+z∗z′ =

⟨z|z′⟩ (que viene de la ecuación 3.26) se llega a

f(ρ) = ⟨z| ρâ†â |z′⟩ = e− 1
2 (|z|2+|z′|2)+z∗z′ρ (3.36)

Estas propiedades son muy importantes ya que se tendrán integrales gaussianas, como 3.33,
porque en la acción (la cual es la fase de la función de onda como se vió en la sección 2)
se tienen coeficientes cuadráticos [12, 4].
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3.2. Integrales Gaussianas

Antes de generalizar este tipo de integrales se comenzará con la más sencilla, que al
mismo tiempo es una función de partición general, cuyos parámetros dependeran de J, a ∈
C, que tiene la forma

Z[J∗, J ] =
∫ ∞

−∞
d[z∗, z]e−z∗az+z∗J+J∗z. (3.37)

Para obtener el resultado se divide la integral en la parte real y compleja con z = x + iy
y con 3.29

Z[J∗, J ] = 1
π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
dxdye−a(x2+y2)+(x−iy)J+J∗(x+iy)

= 1
π

∫ ∞

−∞
dx e−ax2+x(J+J∗)

∫ ∞

−∞
dy e−ay2+iy(J∗−J).

Completando el cuadrado, primero para x

−ax2 + x(J + J∗) = −a
[
x2 − x(J + J∗)

a
+ (J + J∗)2

4a2 − (J + J∗)2

4a2

]

= −a
[
x− (J + J∗)

2a

]2

+ (J + J∗)2

4a ,

ahora para y

−y2 + iy(J∗ − J) = −a
[
y2 − iy(J∗ − J)

a
− (J∗ − J)2

4a2 + (J∗ − J)2

4a2

]

= −a
[
y − i(J∗ − J)

2a

]2

− (J∗ − J)2

4a .

De esta manera se consigue que

Z[J∗, J ] = 1
π

∫ ∞

−∞
dx e

−a

[
x− (J+J∗)

2a

]2
+ (J+J∗)2

4a

∫ ∞

−∞
dy e

−a

[
y− i(J∗−J)

2a

]2
− (J∗−J)2

4a ,

usando dos cambios de variables para las partes cuadraticas de x tambien y, que en con-
secuencia da dos integrales Guassianas

∫ ∞

−∞
dx e

−a

[
x− (J+J∗)

2a

]2

=
∫ ∞

−∞
dy e

−a

[
y− i(J∗−J)

2a

]2

= 1
a

∫ ∞

−∞
du e−u2 =

√
π

a
.

Mientras que desarrollando los exponentes

(J + J∗)2

4a − (J∗ − J)2

4a = J∗J

a
= |J |

a
,

así se obtiene

Z[J∗, J ] = 1
a
e

J∗J
a . (3.38)
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Si a = 1, se llega a que∫ ∞

−∞
d[z∗, z]e−|z|(z∗)nzn′ = ∂n+n′

∂Jn∂(J∗)n′Z[J∗, J ]
∣∣∣∣
J=J∗=0

= n!δn,n′ , (3.39)

este resultado se usó para obtener 3.33, como se observa de las ecuaciones anteriores
a esa. Ahora para generalizarlo, sea Â = (Âij)N×N una matriz compleja, hermitiana
y de tamaño N × N , donde i, j ∈ {1, 2, ..., N}, sus coeficientes son Âij (los cuales son
números complejos). Con eigenvalores, λi ∈ C, tales que tienen partes reales no negativas,
Re(λi) ≥ 0. Entonces la función de partición es dada por [17]

Z[J∗, J ] =
∫ ∞

−∞

N∏
j=1

d[z∗
j , zj]e−

∑N

ij
z∗

i Âijzj+
∑N

j
[z∗

j Jj+J∗
j zj ]. (3.40)

Para resolverla, como se tienen N eigenvalores distintos de Â, es diagonizable por una
transformación unitaria [23] dada por

Â = Û †D̂Û , (3.41)

donde Û es un operador unitario, mientras que D̂ es

D̂ = (D̂ij)N×N = (δijλj)N×N = diag(λ1, ..., λN); (3.42)

δij =


1 si i = j,

0 si i ̸= j.
(3.43)

También del operador unitario

1̂ = (δij)N×N = Û †Û ; (3.44)

δjj = 1 =
N∑

m=1
Û∗

jmÛmj. (3.45)

Con estas ecuaciones sustituyendo y desarrollando en el exponente, para el primer término

N∑
ij

z∗
i Âijzj =

N∑
ij

z∗
i Û

∗
ijD̂jjÛijzj =

N∑
ij

z∗
i Û

∗
ijλjÛijzj,

y haciendo el cambio de variable

wi =
∑

j

Ûijzj, (3.46)

w∗
i =

∑
j

z∗
j Û

∗
ji, (3.47)

con wi ∈ C, d[w∗
j , wj] = d[z∗

j , zj] ya que la transformación al no depender de zj la
diferencial no cambia. Por lo tanto

N∑
ij

z∗
i Âijzj = w∗

jλjwj. (3.48)
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Para el segundo término del exponente de 3.40, introduciendo 3.45 entre los coeficientes

N∑
j

[z∗
jJj + J∗

j zj] =
N∑
j

[z∗
j

N∑
m=1

Û∗
jmÛmjJj + J∗

j

N∑
m=1

Û∗
jmÛmjzj]

=
N∑
jm

[z∗
j Û

∗
jmÛmjJj + J∗

j Û
∗
jmÛmjzj],

ahora con 3.46, 3.47 y junto al cambio de variable

Li =
∑

j

ÛijJj, (3.49)

L∗
i =

∑
j

J∗
j Û

∗
ji, (3.50)

donde Li ∈ C. Entonces se llega a

N∑
j

[z∗
jJj + J∗

j zj] = w∗
jLj + L∗

jwj. (3.51)

Sustituyendo ambos resultados en 3.40

Z[J∗, J ] =
N∏

j=1

∫ ∞

−∞
d[w∗

j , wj]e−w∗
j λjwj+w∗

j Lj+L∗
j wj , (3.52)

estas son N integrales que son similares a lo que se obtuvo en 3.38. De esta manera el
resultado es

Z[J∗, J ] =
N∏

j=1

eL∗
j λ−1

j Lj

λj

= e
∑N

j
L∗

j λ−1
j Lj

det Â
,

donde det Â = ∏N
j=1 λj , mientras que en la parte de la exponencial

N∑
j=1

L∗
jλ

−1
j Lj =

N∑
i,j=1

(J∗
i Û

∗
ij)λ−1

j (ÛjiJi) =
N∑

i,j=1
J∗

i (Û∗
ijλ

−1
j Ûji)Jj

=
N∑

i,j=1
J∗

i (Â−1)ijJj.

Así se consigue que

Z[J∗, J ] =
∫ ∞

−∞

N∏
j=1

d[z∗
j , zj]e−

∑N

ij
z∗

i Âijzj+
∑N

j
[z∗

j Jj+J∗
j zj ] = e

∑N

i,j
J∗

i (Â−1)ijJj

det Â
. (3.53)

A partir de esta ecuación, se puede obtener el promedio entre el producto de un par de
variables [17]

⟨zaz
∗
b ⟩ ≡ 1

Z[0, 0]
δ2Z[J∗, J ]
δJ∗

aδJb

∣∣∣∣
J=J∗=0

= Âab (3.54)

17 PROYECTO TERMINAL I



3.3 Función de partición 3 TEORÍA DE KELDYSH

La identidad para variables reales (xj ∈ R : j ∈ {1, 2..., N}) es de la forma

Z[J ] =
∫ ∞

−∞

N∏
j=1

dxj√
2π
e− 1

2
∑N

ij
xiÂijxj+

∑N

j
xjJj = e

1
2
∑N

i,j
Ji(Â−1)ijJj√
det Â

, (3.55)

donde Â es una matriz compleja y simétrica, además como podemos notar esta integral
sale de 3.53 pero con este último detalle de simetría. Como se verá en un momento, este
formalismo se empleará a continuación para resolver nuestra función de partición.

3.3. Función de partición

Tomaremos el sistema más simple con bosones ocupando un solo estado cuántico con
energía ωi. Su Hamiltoniano en segunda cuantización es [19]

Ĥ = ω0â
†
i âi, (3.56)

donde el operador de número está definido como

N̂i = â†
i âi, (3.57)

tal que

N̂i |ni⟩ = ni |ni⟩ . (3.58)

La función de partición viene dada por 3.7, la matriz de densidad inicial que asumimos
que está en equilibrio cuando t → ∞

ρ̂(−∞) ≡ ρ̂0 = e−β(Ĥ−µN̂i) = e−β(ω0−µ)â†
i âi , (3.59)

donde µ es el potencial químico, β = 1
kT

y k es la constante de Bolztmann. Para esta
matriz su traza es

Tr[ρ̂0] =
∞∑

ni=0
e−β(ω0−µ)ni = 1

1 − e−β(ω0−µ) , (3.60)

la segunda igualdad es cierta si e−β(ωi−µ) < 1, ya que es la serie geométrica. Se puede
observar que esta traza es la distribución de Bose-Einstein y es el valor esperado en los
estados de ocupación.

Ahora se dividira el contorno temporal en 2(N − 1) partes iguales con longitud
δt = (t2N − t1)/[2(N − 1)], tales que t1 = t2N → −∞ y tN = tN+1 → ∞ (similar
que 2.23 en la sección 2) porque se hacen traslaciones finitas en el tiempo para verificar
sino hay irregularidades. Para obtener Tr[ÛC ρ̂0] con la ec. 3.34 alrededor del contorno

Tr[ÛC ρ̂0] =
∫

C
d[z∗, z] ⟨z| ÛC ρ̂0 |z⟩ . (3.61)

y con 3.33 escrito como ∫
|zj⟩ ⟨zj| d[z∗

j , zj] = 1̂, (3.62)
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en cada punto j ∈ {1, 2, ..., 2N}, la cual es nuestra división temporal. Entonces se obtiene
(leído de derecha a izquierda)

Tr[ÛC ρ̂0] =
∫
d[z∗

2N , z2N ] ⟨z2N | Û−δt

∫
d[z∗

2N−1, z2N−1] |z2N−1⟩ ⟨z2N−1| Û−δt × ...

...×
∫
d[z∗

N+1, zN+1] |zN+1⟩ ⟨zN+1| 1̂
∫
d[z∗

N , zN ] |zN⟩ ⟨zN | Û+δt × ...

...×
∫
d[z∗

2 , z2] |z2⟩ ⟨z2| Û+δt

∫
d[z∗

1 , z1] |z1⟩ ⟨z1| ρ̂0 |z2N⟩ , (3.63)

no hay operador de evolución en los puntos tN y tN+1 porque en el infinito son el mismo
como se mencionó. Además Û±∆t es el operador de evolución en el intervalo +δt (−δt)
en la dirección positiva (negativa), dado por

Û±δt = e∓iĤ(â†
i ,âi)δt. (3.64)

Los elementos de matriz de 3.63 entonces vienen dados por

⟨zj| Û±δt |zj−1⟩ = ⟨zj| e∓iĤ(â†
i ,âi)δt |zj−1⟩ ≈ ⟨zj| [1 ∓ iĤ(â†

i , âi)δt] |zj−1⟩

= ⟨zj|zj−1⟩ [1 ∓ iH(z∗
j , zj−1)δt] ≈ e− 1

2 (|zj |2+|zj−1|2)+z∗
j zj−1e∓iH(z∗

j ,zj−1)δt, (3.65)

en las que las aproximaciones son validas en orden lineal de δt. Se han usado las expre-
siones de un operador ordenado 3.17 para la cuarta igualdad y la no ortogonalidad de
los estados coherentes 3.26. En nuestro ejemplo Ĥ(z∗

j , zj−1) = ω0z
∗
j zj−1. Para el último

término de 3.63 usando la ecuación 3.36, se tiene como resultado

⟨z1| ρ̂0 |z2N⟩ = e− 1
2 (|z1|2+|z2N |2)+z∗

1 z2N ρ(ω0), (3.66)

donde ρ(ω0) ≡ e−β(ωi−µ), aunque esta ρ(ω0) dependería del problema que se trate. Final-
mente con todos los términos la función de partición es

Z = 1
Tr[ρ̂0]

∫ 2N∏
j=1

d[z∗
j , zj]e

∑2N

j=1[−|zj |2+z∗
j zj−1∓iH(z∗

j ,zj−1)δt]+z∗
1 z2N ρ(ω0). (3.67)

Haciendo un cambio de variable sea j′ ≡ j − 1 y definiendo la matriz Ĝ−1
jj′ (Cuyo signifi-

cado físico se explicará adelante) tal que

iG−1
jj′ ≡



−1 si j = j′,

h− ≡ 1 − iω0δt si j′ = j − 1 y 1 < j < N,

1 si j = N + 1, j′ = N,

h+ ≡ 1 + iω0δt si j′ = j − 1 y N < j < 2N − 1,

ρ(ω0) si j = 1 y j′ = 2N.

(3.68)

19 PROYECTO TERMINAL I



3.3 Función de partición 3 TEORÍA DE KELDYSH

En forma matricial

iG−1 = iG−1
jj′ =



−1 0 · · · 0 0 · · · 0 ρ(ω0)
h− −1 · · · 0 0 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

. . .
...

...
0 0 · · · −1 0 · · · 0 0
0 0 · · · 1 −1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

. . .
...

...
0 0 · · · 0 0 · · · −1 0
0 0 · · · 0 0 · · · h+ −1


(3.69)

h± depende del problema tratado, por otro lado en iG−1 como se puede ver en su diagonal
el −1 es por la constante de normalización, los términos debajo de la diagonal (j′ = j−1)
vienen de 3.65 y el último término que estaría en una esquina de 3.66. De esta manera la
función de partición se vuelve

Z = 1
Tr[ρ̂0]

∫ 2N∏
j=1

d[z∗
j , zj]exp

i 2N∑
j,j′=1

z∗
jG

−1
jj′zj′

 . (3.70)

Como se puede observar esta ecuación 3.70 es similar a las integrales Gaussianas desarro-
lladas anteriormente en la subsección anterior, por eso podemos identificarlas como son
funciones de partición. Ahora para ver si nuestra factor de normalización es el correcto,
aplicando 3.53 con Â = −iĜ−1; Jj = 0 ∀ j ∈ {1, 2, ...2N}, solo es necesario calcular el
determinante

det[−iĜ−1] = (−1)2N − ρ(ω0)(h−h+)N−1 = 1 − ρ(ω0)(1 + ω2
0δt

2)N−1

≈ 1 − ρ(ω0)eω2
0δt2(N−1),

se busca que los intervalos temporales sean infinitamente pequeños para unirlos [13],
entonces N → ∞ entonces δt2(N − 1) → 0 por lo tanto

det[−iĜ−1] = 1 − ρ(ω0). (3.71)

Sustituyendo este valor en la función de partición 3.70, como se dijo de 3.53 y con 3.60:

Z = 1
Tr[ρ0]

· 1
det[−iĜ−1]

= 1 − ρ(ω0)
1 − ρ(ω0)

= 1, (3.72)

se comprueba que sí está normalizado, pasando de intervalos discretos a continuos. La
ecuación 3.70 puede escribirse en forma continua directamente tomando el límiteN → ∞
entonces las variables zj → z(t) se convierten en campos por lo que

Z[z(t)] =
∫

D[z∗(t), z(t)]eiS[z∗,z], (3.73)

donde

D[z∗(t), z(t)] ≡
2N∏
j=1

d[z∗
j , zj]

Tr[ρ̂0]
, (3.74)
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el exponente S[z∗, z] es la acción, como se mencionó es la fase de las funciones de onda.
Además esta integral es similar a la integral de caminos de Feynman 2.32. En forma
discreta como se vió de la ec. 3.67 es

S[z∗
j , zj] ≡

2N∑
j,j′=1

z∗
jG

−1
jj′zj′ (3.75)

=
2N∑
j=1

[i|zj|2 − iz∗
j zj−1 −H(z∗

j , zj−1)δt] − iz∗
1z2Nρ(ω0), (3.76)

δt puede definirse de otra manera, ya que según del lado en el que se encuentre en el
contorno C sería negativo o positivo, por lo que δt ≡ ±δt. Prosiguiendo en el continuo se
tiene

S[z∗, z] =
∫

C
dt z∗(t)Ĝ−1z(t), (3.77)

entonces los J de las integrales Gaussianas, en este caso son los campos z, en la siguiente
sección se verá otra forma de ver estas variables. Ahora el operador Ĝ−1 se toma la primer
parte de la acción para un sistema no interactuante, en el continuo como δt → 0 logra que

ĺım
δt→0

δt[iz∗
j

zj − zj−1

δt
− ω0z

∗
j zj−1] = z∗(t)(i∂t − ω0)z(t)

⇒ Ĝ−1 = i∂t − ω0, (3.78)

Ĝ−1, es una función inversa de Green (como la ecuación 2.14 de la sección 2) pero defi-
nida para este problema.

Se puede tratar la integral de contorno como una sola integral desde −∞ < t < ∞,
separando el campo bosónico z(t) en dos componentes en el contorno de la rama de ida
z+(t) y en la de regreso z−(t). Reescribiendo la acción

S[z∗, z] =
∫ ∞

−∞
dt z+∗(t)Ĝ−1z+(t) +

∫ −∞

∞
dt z−∗(t)Ĝ−1z−(t)

=
∫ ∞

−∞
dt [z+∗(t)Ĝ−1z+(t) − z−∗(t)Ĝ−1z−(t)], (3.79)

al cambiar de rama cambia el signo de la derivada parcial. Ambas componentes están
relacionadas porque hay componentes fuera de la diagonal de la matriz discreta 3.69,
pero en esta notación no parece haber relación. Para encontrar esta conexión se tiene que
desarrollar otra representación, esto es a través de otras funciones de Green que serán
desarrolladas en breve.

Por la propiedad 3.54, la función de Green entre dos campos bosónicos complejos
es

⟨zjz
∗
j′⟩ ≡

∫
D[z∗, z]zjz

∗
j′exp

i 2N∑
k,k′=1

z∗
kG

−1
kk′zk′

 = iGjj′ . (3.80)
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Para calcular la inversa de la matriz 3.69 la que nos daría G, se puede conseguir a través
de eliminación Gaussiana o por la matriz adjunta. Por ejemplo si fuera una matriz de
N = 3 ⇒ 2N × 2N = 6 × 6, se tendría

iG−1
jj′ =



−1 0 0 0 0 ρ(ω0)
h− −1 0 0 0 0
0 h− −1 0 0 0
0 0 1 −1 0 0
0 0 0 h+ −1 0
0 0 0 0 h+ −1


, (3.81)

mientras que su inversa sería,

iGjj′ = 1
det[−iĜ−1]



1 ρh2
+h− ρh2

+ ρh2
+ ρh+ ρ(ω0)

h− 1 ρh2
+h− ρh2

+h− ρh+h− ρh−
h2

− h− 1 ρh2
+h

2
− ρh+h

2
− ρh2

−
h2

− h− 1 1 ρh2
−h+ ρh2

−
h2

−h+ h−h+ h+ h+ 1 ρh2
−h+

h2
−h

2
+ h−h

2
+ h2

+ h2
+ h+ 1


, (3.82)

donde ρ = ρ(ω0), generalizar esta matriz a una de tamañoN no es sencillo sin embargo se
puede deducir de esta matriz. Si se usan los campos z±

j anteriormente definidos, entonces
j ∈ {1, 2..., N} y la matriz 2N × 2N ahora iria de 1, .., N,N, ..., 1. Se indexa de esta
manera porque si estamos del lado positivo se toma el campo z+

j que va de 1 aN , mientras
que del lado negativo el campo es z−

j que va de N a 1. Entonces para estos campos

⟨z+
j z

−∗
j′ ⟩ ≡ iG<

jj′ = ρhj′−1
+ hj−1

−

det[−iĜ−1]
, (3.83)

⟨z−
j z

+∗
j′ ⟩ ≡ iG>

jj′ = hN−j
+ hN−j′

−

det[−iĜ−1]
, (3.84)

⟨z+
j z

+∗
j′ ⟩ ≡ iGT

jj′ = hj−j′

−

det[−iĜ−1]
×


1 si j ≥ j′,

ρ(h+h−)N−1 si j < j′,
, (3.85)

⟨z−
j z

−∗
j′ ⟩ ≡ iGT̃

jj′ = hj−j′

+

det[−iĜ−1]
×


ρ(h+h−)N−1 si j > j′,

1 si j ≤ j′,
(3.86)

donde T y T̃ representan el ordenamiento y antiordenamiento. Cada una de las matrices
anteriores son parte de la matriz iGjj′ , cada una con tamaño N × N ; iG<

jj′ (llamado G-
menor) es la parte superior derecha, iG>

jj′ (llamado G-mayor) es la parte inferior izquier-
da, iGT

jj′ es la parte inferior derecha y iGT̃
jj′ es la parte superior izquierda (estas últimas

llamadas funciones de Green ordenada y antiordenada en el tiempo respectivamente). La
matriz iĜjj′ puede escribirse como

iĜjj′ = 1
det[−iĜ−1]

(
iGT

jj′ iG<
jj′

iG>
jj′ iGT̃

jj′

)
(3.87)
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Pasando al continuo estas funciones, esto es N → ∞ , recordando que h± = 1 ±
iω0δt, luego

ĺım
N→∞

(h+h−)N = 1,

ĺım
N→∞

hj
± = e±iω0δtj = e±iω0t,

donde se define δtj ≡ t, también por esta definición el signo j también es cambiado en la
exponencial. Usando 3.71 se llega a que

⟨z+(t)z−∗(t′)⟩ = iG<(t, t′) = n e−iω0(t−t′), (3.88)

⟨z−(t)z+∗(t′)⟩ = iG>(t, t′) = e−iω0(t−t′)

1 − ρ
= (n+ 1)e−iω0(t−t′), (3.89)

⟨z+(t)z+∗(t′)⟩ = iGT(t, t′) = θ(t− t′)iG>(t, t′) + θ(t′ − t)iG<(t, t′), (3.90)

⟨z−(t)z−∗(t′)⟩ ≡ iGT̃(t, t′) = θ(t′ − t)iG>(t, t′) + θ(t− t′)iG<(t, t′), (3.91)

en donde se empleó la función escalón 2.17 y se definió

n(ω0) ≡ ρ(ω0)
1 − ρ(ω0)

, (3.92)

que es el número de ocupación bosónico, como se puede ver en los libros de estadísti-
ca [24]. En las ecuaciones 3.90 y 3.91 hay una ambigüedad por la definición de la función
escalón, ya que no está definida para tiempos iguales. Debe entenderse que en ambas ecua-
ciones en el primer término cuando t = t′ entonces θ(0) = 1 y en el segundo θ(0) = 0,
esto por las definiciones en forma discreta 3.85 y 3.86. Tambien la matriz discreta 3.87 en
forma continua se escribe como

iĜ(t, t′) =
(
iGT(t, t′) iG<(t, t′)
iG>(t, t′) iGT̃(t.t′)

)
(3.93)

Regresando a verificar la conexión entre los campos z+(t) y z−(t), la forma conti-
nua de 3.80, usando la acción 3.79, es de la siguiente forma

⟨z±(t)z±(t′)∗⟩ ≡
∫

D[z∗, z]z±(t)z±∗(t′)eiS[z∗,z], (3.94)

a pesar de que parece que no hay relación en los campos mencionados antes, por las ecua-
ciones 3.89 y 3.88 se puede observar que hay términos cruzados que relacionan ambos
campos. Además con estas cuatro funciones de Green se desarrolllará la parte más impor-
tante para los sistemas fuera de equilibrio, notando que no son funciones independientes
por

iGT(t, t′) + iGT̃(t, t′) − iG>(t, t′) − iG<(t, t′) =
θ(t− t′) (iG>(t, t′) + iG<(t, t′)) + θ(t′ − t) (iG>(t, t′) + iG<(t, t′)) − iG>(t, t′) − iG<(t, t′)

así que para t > t′ y t < t′ se cancelan los términos, consiguiendo que

⇒ GT(t, t′) +GT̃(t, t′) −G>(t, t′) −G<(t, t′) = 0. (3.95)

Por esta razón, a través de una transformación lineal se desarrollará la rotación de Keldysh,
la cual da una relación entre las cuatro funciones de Green sin usar la parte discreta de
estas.
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3.4. Rotación de Keldysh

Definiendo una transformación lineal unitaria [12]

Û ≡ 1√
2

(
1 1
1 −1

)
= Û †, (3.96)

⇒ Û †Û = Û Û † = 1̂. (3.97)

Con esta transformación aplicada a los campos z+ y z−, como si fueran un vector

Û

(
z+

z−

)
= 1√

2

(
z+ + z−

z+ − z−

)
≡
(
zcl

zq

)
, (3.98)

tales que zcl y zq son el campo clásico y cuántico, respectivamente. zcl nos da las contri-
buciones que no dependen del tiempo, en cambio zq da las fluctuaciones que dependen
del tiempo. En la siguiente sección se estudiará un caso de porque es una variable clásica.
Seguidamente con usando la transformación a la matriz de bloques 3.93, se logra otra
representación

Û iĜ(t, t′)Û † = 1
2

(
1 1
1 −1

)(
iGT(t, t′) iG<(t, t′)
iG>(t, t′) iGT̃(t.t′)

)(
1 1
1 −1

)

⇒ ⟨zα(t)zβ∗(t)⟩ ≡ iGαβ(t, t′) = Û iĜ(t, t′)Û † =
(
iGK(t, t′) iGR(t, t′)
iGA(t, t′) 0

)
, (3.99)

en este caso α, β ∈ {cl, q}. El último elemento viene de 3.95, mientras que los otros
elementos de matriz están definidos por

iGK(t, t′) ≡ iGcl,cl(t, t′) = 1
2(iGT + iGT̃ + iG> + iG<) = G> + G< = (2n + 1)e−iω0(t−t′),

(3.100)

iGR(t, t′) ≡ iGcl,q(t, t′) = 1
2(iGT − iGT̃ + iG> − iG<) = θ(t − t′)(iG> − iG<) = θ(t − t′)e−iω0(t−t′),

(3.101)

iGA(t, t′) ≡ iGq,cl(t, t′) = 1
2(iGT − iGT̃ − iG> + iG<) = θ(t′ − t)(iG< − iG>) = −θ(t′ − t)e−iω0(t−t′).

(3.102)

Los superíndices K,R y A son por las componentes de Keldysh, retardada y adelantada
de la función de Green, respectivamente. Por un lado se tiene la correlación del operador
de creación zα hacía el de creación zβ∗. Mientras que el significado de las matrices: GR

no se anula para t > t′ por lo que se ’retrasa’ en aparecer, en cuanto a GA no se anula
para t < t′ entonces se ’adelanta’ en manifestarse; ambas funciones tienen información
de los estados cuánticos del sistema y su espectro de energías. GK tiene la información
de los estados de ocupación para situaciones fuera de equilibrio [11]. Aunque se hizo
este cálculo para un ejemplo en particular, este es el resultado general del Formalismo de
Keldysh.
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4. Oscilador armónico

En esta sección revisaremos brevemente un ejemplo con un potencial, el oscilador armó-
nico cuántico. Para esto se usa la acción de contorno de Keldysh 3.77 junto a 3.78 con su
campo complejo z(t), escrito en sus partes imaginaria y compleja

z(t) = 1√
2ω0

(P (t) − iω0X(t)) , (4.1)

z∗(t) = 1√
2ω0

(P (t) + iω0X(t)) . (4.2)

Sustituyendo en la expresión de la acción

z∗(t)Ĝ−1z(t) = 1
2ω0

(P (t) + iω0X(t))(i∂t − ω0)(P (t) − iω0X(t))

= 1
2ω0

(P + iω0X)(iṖ + ω0Ẋ − ω0P + iω2
0X)

= 1
2ω0

(iP Ṗ + ω0PẊ − ω0P
2 + iω2

0PX − ω0XṖ + iω2
0XẊ − iω2

0XP − ω3
0X

2)

= 1
2ω0

(
i
d

dt
(P 2/2) + ω0(PẊ −XṖ ) − ω0P

2 + iω2
0
d

dt
(X2/2) − ω3

0X
2
)

= 1
2ω0

(
i
d

dt
(P 2/2) + ω0

(
PẊ −

(
d(XP )
dt

− ẊP

))
− ω0P

2 + iω2
0
d

dt
(X2/2) − ω3

0X
2
)

= d

dt

(
iP 2

4ω0
− XP

2 + iω0
X2

4

)
+ PẊ − P 2

2 − ω2
0

2 X2.

Se define una nueva variable

F (t) = −XP

2 + i

4ω0
[P 2 + ω2

0X
2], (4.3)

de esta manera se obtiene

z∗(t)Ĝ−1z(t) = dF (t)
dt

+ ẊP − P 2

2 − ω2
0

2 X2. (4.4)

Sustituyendo en la acción esta última expresión

S[P,X] =
∫

C
dt

[
dF (t)
dt

+ ẊP − P 2

2 − ω2
0

2 X2
]
, (4.5)

el primer término al ser una diferencial exacta y por los términos de frontera tiene que ser
cero. Así que solo queda

S[P,X] =
∫

C
dt

[
ẊP − P 2

2 − ω2
0

2 X2
]
, (4.6)
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esta es la acción de un oscilador armónico cuántico escrito en forma Hamiltoniana. Se
puede separar P (t) e integrarla de la siguiente manera

S[P,X] =
∫

C
dt

[
−1

2
(
P 2 − 2ẊP + Ẋ2

)
+ 1

2Ẋ
2 − ω2

0
2 X2

]

= −1
2

∫
C
dt
(
P − Ẋ

)2
+ 1

2

∫
C
dt
[
Ẋ2 − ω2

0X
2
]

= S[P ] + S[X],

donde se definen

S[P ] ≡ −1
2

∫
C
dt
(
P − Ẋ

)2
(4.7)

S[X] ≡
∫

C
dt

[
Ẋ2

2 − ω2
0X

2

2

]
, (4.8)

la acción 4.7 se puede integrar con ayuda de 3.55. Mientras que la ec. 4.8 es la acción
del Lagrangiano de Feynman del oscilador armónico [16], en el formalismo de tiempo
cerrado. Se puede generalizar, esta última acción para un potencial de una partícula de la
siguiente manera

S[X] =
∫

C
dt

[
Ẋ2

2 − V (X)
]
. (4.9)

Ahora se usará el formalismo de la rotación de Keldysh para el campo X con 3.98, que
en este caso da (

Xcl(t)
Xq(t)

)
= 1√

2

(
X+(t) +X−(t)
X+(t) −X−(t)

)
, (4.10)

en tanto que sus relaciones inversas son(
X+(t)
X−(t)

)
= 1√

2

(
Xcl(t) +Xq(t)
Xcl(t) −Xq(t)

)
. (4.11)

En consecuencia la acción adquiere la forma

S[Xcl, Xq] =
∫ ∞

−∞
dt

[
Ẋ+2

2 − V (X+)
]

+
∫ −∞

∞
dt

[
Ẋ−2

2 − V (X−)
]

=
∫ ∞

−∞
dt

[
Ẋ+2

2 − V (X+) − Ẋ−2

2 + V (X−)
]

=
∫ ∞

−∞
dt

[
(Ẋcl + Ẋq)2

2 − V (Xcl +Xq) − (Ẋcl − Ẋq)2

2 + V (Xcl −Xq)
]

=
∫ ∞

−∞
dt

[
Ẋcl 2 + Ẋq 2 − Ẋcl 2 − Ẋq 2

2 + 2ẊclẊq − V (Xcl +Xq) + V (Xcl −Xq)
]

=
∫ ∞

−∞
dt
[
2ẊclẊq − V (Xcl +Xq) + V (Xcl −Xq)

]
,
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integrando por partes el primer término de esta última igualdad

2
∫ ∞

−∞
dtẊclẊq = 2ẊclXg

∣∣∣∣∞
−∞

− 2
∫ ∞

−∞
dtXqẌcl.

Se llega a que la acción es

S[Xcl, Xq] = 2ẊclXq

∣∣∣∣∞
−∞

+
∫ ∞

−∞
dt
[
−2XqẌcl − V (Xcl +Xq) + V (Xcl −Xq)

]
,

(4.12)

esta es la forma de Keldysh de la integral de caminos de Feynman o acción de Keldysh-
Feynman. Si se consideran pequeñas las fluctuaciones cuánticasXq, se pueden desarrollar
el potencial en series de este término

V (Xcl ±Xq) ≈ V (Xcl) ± ∂V (Xcl)
∂Xcl

Xq = V (Xcl) ± V ′(Xcl)Xq,

⇒ −V (Xcl +Xq) + V (Xcl −Xq) ≈ −V (Xcl) − V ′(Xcl)Xq + V (Xcl) − V ′(Xcl)Xq

= −2V ′(Xcl)Xq,

Sustituyendo en la acción

S[Xcl, Xq] ≈ 2ẊclXq

∣∣∣∣∞
−∞

− 2
∫ ∞

−∞
dtXq

[
Ẍcl + V ′(Xcl)

]
, (4.13)

integrando directamente la componente cuántica se obtiene una funcional delta, que im-
plica que la componente clásica sea

Ẍcl = −V ′(Xcl), (4.14)

por esta razón la parte simétrica del campo es la parte clásica. Por esta razón se pue-
de conseguir el comportamiento clásico a través de zcl y solo se tendría que analizar el
comportamiento cuántico a través de Xq.
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5. Conclusiones

El método de Keldysh requiere hacer un contorno cerrado en el tiempo para calcular los
valores esperados de operadores, las funciones de partición y las distribuciones de par-
tículas en sistemas tanto en equilibrio como fuera de equilibrio. A través de la rotación
de Keldysh es posible obtener funciones de Green (propagadores) que abren camino a la
descripción de sistemas fuertemente interactuantes, como es el caso de los sistemas polari-
tónicos. Como trabajo futuro se pretende aplicar este formalismo a problemas específicos
fuera de equilibrio, incluyendo el caso de fluidos cuánticos de luz.
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6. Apendice

6.1. Matriz de densidad y sus propiedades

Podemos pensar en un estado mixto (una mezcla de estados puros), aquí se tienen una
combinación de estados clásicos y cuánticos. Nuestro proposito es calcular el valor medio
de un operador Â cualquiera en esta mezcla de estados (ensamble). Primero supongamos
que tenemos el valor esperado de Â para un estado

∣∣∣α(i)
〉

el cual es
〈
α(i)

∣∣∣ Â ∣∣∣α(i)
〉

, su
respectivo peso estadístico es wi, ahora el promedio o valor esperado del conjunto de
estos estados es

⟨Â⟩ =
∑

i

wi

〈
α(i)

∣∣∣ Â ∣∣∣α(i)
〉
, (6.1)

donde los wi cumplen la propiedad

∑
i

wi = 1. (6.2)

Ahora si expresamos el estado
∣∣∣α(i)

〉
en una base arbitraria |n⟩

∣∣∣α(i)
〉

=
∑

n

〈
n
∣∣∣α(i)

〉
|n⟩ =

∑
n

ain |n⟩ , (6.3)

con los coeficientes ain =
〈
n
∣∣∣α(i)

〉
, que son números reales. Sustituyendo en 6.1 se tiene

⟨Â⟩ =
∑

i

wi

∑
n

∑
m

〈
α(i)

∣∣∣n〉 ⟨n| Â |m⟩
〈
m
∣∣∣α(i)

〉
=
∑
n,m

∑
i

(
wi

〈
m
∣∣∣α(i)

〉 〈
α(i)

∣∣∣n〉) ⟨n|A |m⟩ ,

la segunda igualdad viene porque son coeficientes. Se puede definir el operador de den-
sidad como

ρ̂ ≡
∑

i

wi

∣∣∣α(i)
〉 〈
α(i)

∣∣∣ =
∑

i

wiP̂i, (6.4)

P̂i =
∣∣∣α(i)

〉 〈
α(i)

∣∣∣ es el proyector sobre el estado
∣∣∣α(i)

〉
. Continuando con el valor esperado

del operador Â
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⟨Â⟩ =
∑
n,m

⟨m| ρ̂ |n⟩ ⟨n| Â |m⟩

=
∑
n,m

ρmnAnm

=
∑
m

(ρ̂Â)mm.

Para lo que se define la matriz de densidad como

ρmn ≡ ⟨m| ρ̂ |n⟩ =
∑

i

wi

〈
m
∣∣∣α(i)

〉 〈
α(i)

∣∣∣n〉 . (6.5)

Finalmente tenemos que el valor esperado se puede escribir como

⟨Â⟩ = tr(ρ̂Â). (6.6)

Algunas propiedades de 6.4, como podemos notar, primero que es Hermitiano ρ̂ = ρ̂†.
Tambien podemos ver que cumple la una normalización porque

tr(ρ̂) =
∑
i,n

wi

〈
n
∣∣∣α(i)

〉 〈
α(i)

∣∣∣n〉 =
∑

i

wi

〈
α(i)

∣∣∣α(i)
〉

= 1. (6.7)

Si solo tenemos un estado puro, solo existe un wi = 1 y lo demás son cero, en este caso
tenemos ρ̂2 = ρ̂, se puede decir que es idempotente, o viceversa si cumple esta propiedad
puede decirse que es puro. Ahora verificamos que ρ̂ es un operador positivo, tomando un
vector |β⟩ en el espacio de estados, tenemos que

⟨β| ρ̂ |β⟩ =
∑

i

wi

〈
β
∣∣∣α(i)

〉 〈
α(i)

∣∣∣β〉 =
∑

i

wi

∣∣∣〈β∣∣∣α(i)
〉∣∣∣2 ≥ 0 (6.8)

Es importante decir que matriz de densidad describe un conjunto de estados cuánticos que
dependen de como esté preparado el sistema.

6.2. Operador de evolución

Se puede saber el ket (o vector de estado) a un tiempo inicial t0, definido por |α, t0⟩. Ahora
se puede representar la evolución de este ket a un tiempo t > t0, suponiendo que el ket
no se mantiene igual, como |α, t0; t⟩. Se tiene que encontrar el operador que nos muestra
la evolución temporal de el ket, para esto como el estado inicial está normalizado a la
unidad, esperamos que lo siga siendo a pesar de que pase el tiempo. Puesto de otra forma
se pide la unitariedad
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⟨α, t0|α, t0⟩ = 1 ⇒ ⟨α, t0; t|α, t0; t⟩ = 1. (6.9)

Entonces se busca un operador que avance en el tiempo al ket y el cual es llamado ope-
rador de evolución temporal que tiene que ser unitario, se denota como Û(t, t0) y al ser
unitario se cumple

Û †(t, t0)Û(t, t0) = 1, (6.10)

donde el adjunto viene dado

Û †(t, t0) =
[
Û(t, t0)

]†
= Û(t0, t). (6.11)

Esto indica que retrocede el estado cuántico en el tiempo. Por lo tanto nuestro ket en el
tiempo t > t0 puede ser representado como

|α, t0; t⟩ = Û(t, t0) |α, t0⟩ , (6.12)

de esta manera podemos ver que se cumple la ecuación 6.9. De igual manera para un
observable Â a un tiempo inicial t0, un ket representado por los demás eigenkets tiene
coeficientes ca′(t0) y para ese ket en un tiempo t > t0 (con el mismo observable) sus
coeficientes son ca′(t); debido a la conservación de la probabilidad (por la ecuación 6.9)
se cumple

∑
a′

|ca′(t0)|2 =
∑
a′

|ca′(t)|2. (6.13)

Una igualdad entre coeficientes individuales en distintos tiempos podría no existir, es decir
que podría cambiar la probabilidad de cada coeficiente con el tiempo |ca′(t0)| ≠ |ca′(t)|.

Otra propiedad que se tiene que cumplir es la composición, tomando t2 > t1 > t0, si
buscamos la evolución temporal de t0 a t2, tambien podemos tomar la evolución temporal
de t0 a t1, luego de t1 a t2. Puesto con el operador de evolución:

Û(t2, t0) = Û(t2, t1)Û(t1, t0). (6.14)

Si consideramos una traslación temporal infinitesimal dt en el operador de evolución en-
tonces tenemos Û(t0 + dt, t0) este operador debe ser el operador identidad si dt tiende a
cero, por lo que se considera una diferencia de primer orden en dt. Además de esto debe
tener un operador hermitiano como factor en dt, este operador debe tener las unidades del
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inverso del tiempo por lo que se considera el Hamiltoniano dividido entre ℏ. Dicho todo
esto el operador de evolución infinitesimal es:

Û(t0 + dt, t0) = 1 − i
Ĥ

ℏ
dt (6.15)

Ahora bien con ayuda de 6.14 se tiene:

Û(t+ dt, t0) = Û(t+ dt, t)Û(t, t0) =
(

1 − i
Ĥ

ℏ
dt

)
Û(t, t0)

⇒ Û(t+ dt, t0) − Û(t, t0) = −i
(
Ĥ

ℏ

)
Û(t, t0)dt

⇒ iℏ
Û(t+ dt, t0) − Û(t, t0)

dt
= ĤÛ(t, t0)

Aplicando límite y con la definición de derivada obtenemos

iℏ ĺım
dt→0

Û(t+ dt, t0) − Û(t, t0)
dt

= iℏ
∂Û(t, t0)

∂t
= ĺım

dt→0
ĤÛ(t, t0)

⇒ iℏ
∂Û(t, t0)

∂t
= ĤÛ(t, t0), (6.16)

esta ecuación 6.16 es la ecuación de Schrödinger del operador de evolución. Con esta
ecuación aplicada a un ket por la izquierda, en el momento inicial t0 obtenemos la ecua-
ción de Schrödinger para un ket, entonces

iℏ
∂

∂t
Û(t, t0) |α, t0⟩ = ĤÛ(t, t0) |α, t0⟩ (6.17)

⇒ iℏ
∂

∂t
|α, t0; t⟩ = Ĥ |α, t0, t⟩ (6.18)

Sin embargo, si conocemos Û(t, t0) y como actua sobre el ket inicial |α, t0⟩ no tenemos
que complicarnos con la ecuación mencionada anteriormente. Con la ecuación 6.16 po-
demos conocer el valor explicito de Û(t, t0), tenemos tres casos según el comportamiento
de Ĥ

1. Si Ĥ no depende del tiempo la solución de (6.15) es

Û(t, t0) = exp

[
−iĤ(t− t0)

ℏ

]
. (6.19)
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2. Si Ĥ depende del tiempo pero las Ĥ’s conmutan para cada t′ > t0 la solución es

Û(t, t0) = exp
[
− i

ℏ

∫ t

t0
dt′Ĥ(t′)

]
. (6.20)

3. Si depende del tiempo, pero las Ĥ’s no conmutan su solución son las series de
Dyson, dada por

Û(t, t0) = 1 +
∞∑

n=1

(−i
ℏ

)n ∫ t

t0
dt1

∫ t1

t0
dt2...

∫ tn−1

t0
dtnĤ(t1)Ĥ(t2)...Ĥ(tn). (6.21)

donde t1 > t2 > ... > tn.

6.3. Representación de Heisenberg

Cuando el operador de evolución temporal actua sobre el ket se le llama imagen de Schrö-
dinger. Además, existe otro formalismo dónde cambian con el tiempo los observables,
en vez de los kets, a esto lo llamamos imagen de Heisenberg. Al aplicar el operador
Û(t, t0 = 0) = Û(t) (por simplicidad tomamos el tiempo inicial en cero) a ⟨β| Â |α⟩ por
la derecha y su adjunto por la izquierda

⟨β| Â |α⟩ → ⟨β| Û †(t)ÂÛ(t) |α⟩ = ⟨β| · (Û †(t)ÂÛ(t)) · |α⟩ . (6.22)

Podemos usar la imagen de Heisenberg haciendo que el operador Û(t) no actue en el ket
de estado, sino en el observable (en este caso el ket de estado se mantiene constante); por
asociatividad en la ec. 6.22 podemos definir que el observable cambia con el tiempo desde
la imagen de Schrödinger a la de Heisenberg como

Â(H)(t) ≡ Û †(t)Â(S)Û(t). (6.23)

Observemos que podemos asumir que Â(S) no depende explicítamente del tiempo. Cuan-
do t = t0 = 0 los operadores de evolución se vuelven el operador unitario, por lo que
ambas imagenes coinciden, esto es

Â(H)(0) = Â(S). (6.24)

Con esta observación podemos notar que el valor esperado de Â en ambas representacio-
nes, es el mismo para ambos

⟨α, t0| Û †Â(S)Û |α, t0⟩ = ⟨α, t0| Â(H)(t) |α, t0⟩ . (6.25)
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Por otro lado, ahora nos preguntamos que sucede con los kets base como los eigenkets de
un observable a′, por ejemplo Â(S) |a′⟩ = a′ |a′⟩, este resultado es en la imagen de Schrö-
dinger. Si a esta ket base primero le aplicamos Û † por la izquierda, luego 6.23 podemos
observar como cambia este eigenket con el tiempo en la representación de Heisenberg:

Û †Â(S)Û Û † |a′⟩ = Û †Â(S) |a′⟩ = Û †a′ |a′⟩ = a′Û † |a′⟩ . (6.26)

La última igualdad es porque el valor esperado a′ no cambia con el tiempo. De esta última
ecuación observamos el valor eigenvalor de Â(H) es a′ para unos kets base Û † |a′⟩ en la
representación de Heisenberg:

Â(H)(Û † |a′⟩) = a′(Û † |a′⟩). (6.27)

A partir de esto podemos definir los kets base, que cambian con el tiempo, en la represen-
tación de Heisenberg como:

|a′, t⟩H = Û † |a′⟩ ; ⟨a′, t|H = ⟨a′| Û (6.28)

Debido a que el operador cambia en el tiempo su espectro también, lo cual es de espe-
rar.Además de 6.26 podemos ver que el eigenvalor se mantiene constante en el tiempo,
para ver esto desarrollamos:

H ⟨a′, t| Â(H) |a′, t⟩H = ⟨a′| ÛÂ(H)Û † |a′⟩ = ⟨a′| Ûa′Û † |a′⟩ =H ⟨a′, t| a′ |a′, t⟩H

⇒ ⟨a′| Û Û †Â(S)Û Û † |a′⟩ = a′ ⟨a′| Û Û † |a′⟩
⇒ ⟨a′| Â(S) |a′⟩ = a′ ⟨a′|a′⟩ .

Dicho lo anterior podemos deducir la ecuación de movimiento en esta imagen, derivando
respecto al tiempo la ecuación 6.23

dÂ(H)(t)
dt

= ∂Û †(t)
∂t

Â(S)Û(t) + Û †(t)Â(S)∂Û(t)
∂t

= − 1
iℏ

Û †ĤÂ(S)Û + 1
iℏ

Û †Â(S)ĤÛ

= 1
iℏ

Û †Â(S)Û Û †ĤÛ − 1
iℏ

Û †ĤÛ Û †Â(S)Û .

La penultima igualdad viene de la ecuación 6.16 con su adjunto, la última igualdad viene
de 6.10 y cambiando el orden de los factores, finalmente obtenemos:

34 PROYECTO TERMINAL I



6.4 Ec. De Von Neumann 6 APENDICE

dÂ(H)(t)
dt

= 1
iℏ

[Â(H), Û †ĤÛ ]. (6.29)

Similar a 6.23 podemos definir el Hamiltoniano en la representaciön de Heisenberg como:

Ĥ(H) ≡ Û †ĤÛ , (6.30)

así obtenemos

dÂ(H)(t)
dt

= 1
iℏ

[Â(H), Ĥ(H)]. (6.31)

Esta es la ecuación de movimiento de Heisenberg.

6.4. Ec. De Von Neumann

Dada la matriz de densidad y el operador de evolución, podemos saber como cambia esta
matriz de densidad con el tiempo. Considerando la ecuación 6.4, y suponiendo que es a
un tiempo inicial (t0 = 0),aplicamos los operadores U a la izquierda y U † a la derecha:

ρ̂(t) = Û ρ̂ Û † =
∑

i

wi

∣∣∣α(i), t
〉 〈
α(i), t

∣∣∣ , (6.32)

6.32 es la operador de densidad dependiente del tiempo. Ahora podemos calcular su deri-
vada, suponemos que los wi no cambian con el tiempo:

dρ̂(t)
dt

=
∑

j

wj

[(
∂

∂t

∣∣∣α(j), t
〉) 〈

α(j), t
∣∣∣+ ∣∣∣α(j), t

〉( ∂
∂t

〈
α(j), t

∣∣∣)]

=
∑

j

wj

[( 1
iℏ
Ĥ
∣∣∣α(j), t

〉) 〈
α(j), t

∣∣∣+ (−1
iℏ

〈
α(j), t

∣∣∣ Ĥ)]

= 1
iℏ

Ĥ∑
j

wj

∣∣∣α(j), t
〉 〈
α(j), t

∣∣∣−∑
j

wj

∣∣∣α(j), t
〉 〈
α(j), t

∣∣∣ Ĥ


⇒ iℏ
dρ̂(t)
dt

= [Ĥ, ρ̂(t)], (6.33)

la segunda igualdad vine de la ecuación 6.18 y la última viene de 6.31. Esta ecuación 6.33
es la ecuación de Von Neumann. Este operador cumple con

tr(ρ̂(t)) =
∑
i,n

wi

〈
n
∣∣∣α(i), t

〉 〈
α(i), t

∣∣∣n〉 =
∑

i

wi

〈
α(i), t

∣∣∣α(i), t
〉

=
∑

i

wi

〈
α(i)

∣∣∣ Û †Û
∣∣∣α(i)

〉
= 1.
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