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Resumen

Como los sistemas de excitones-polaritones (dentro de microcavidades con interacciones
fuertes entre luz y materia) suelen existir condensados Bose-Einstein [1], se requiere un
modelo fuera de equilibrio para describirlos. Se suele usar la ecuación de Gross-Pitaevskii
para ello, sin embargo, es una ecuación semi-clásica por lo que tiene sus limitantes. Por es-
ta razón, en el proyecto anterior se presentó una revisión sobre el formalismo de Keldysh,
que usa una técnica análoga a la integral de trayectoria de Feynman, que permite la solu-
ción de Hamiltonianos tanto en equilibrio como fuera de equilibrio. En el presente proyec-
to se usará esta técnica para resolver un modelo en particular que es el de Lipkin-Meshkov-
Glick, ya que puede usarse para describir los condensados BE [2]. El objetivo será plantear
el formalismo de Keldysh para el estudio de sistemas polaritónicos interactuantes, en este
caso, tomando como ejemplo el modelo de LMG.
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1 INTRODUCCIÓN

1. Introducción

La teoría cuántica de campos es la mejor herramienta existente para describir la materia
cuántica junto a sus interacciones. Al principio se desarrolló esta teoría para sistemas en
equilibrio, siendo la primer forma la electrodinámica cuántica [3, 4, 5]. Fue hasta después
que se trató de resolver para sistemas fuera de equilibrio con los trabajos de Scwhinger [6]
y Keldysh [7]. Keldysh formalizó y mejoró la técnica que actualmente es usada para
sistemas tanto en equilibrio como fuera de equilibrio. En particular, en el presente trabajo
se usará la teoría de Keldysh para un modelo de muchos cuerpos reducido a grados de
libertad colectivos que es el de Lipkin-Meshkov-Glick (LMG).

A pesar de que el modelo LMG fue introducido para física nuclear [8, 9, 10], ahora
es usado en distintos sistemas como condensados Bose-Einstein [2], sistemas de espin
cuántico [11], y plataformas de información cuántica donde hay enredamiento cuánti-
co [12]. También este sistema se sabe que es integrable además de ser algebraicamente
sencillo al describir esencialmente un rotor interactuante. También en el sistema se tienen
transiciones de fases cuánticas (QPT por sus siglas en inglés), que relacionan cambios
macroscopicos con su estructura microscopica [13]. Usualmente estas transiciones son el
cambio abrupto en las propiedades de del estado base a través de un parámetro del Hamil-
toniano [14]. En el caso del presente modelo, que tiene interacciones colectivas de spin,
tiene transiciones que se pueden pensar de un paramagneto desordenado a un ferromag-
neto ordenado [15].

Se comenzará con un breve repaso de la teoría de Keldysh, desarrollada en la
primer parte del proyecto terminal. Después se introduce el modelo LMG para funciones
de onda colectivas, junto a la representación de Holstein-Primakoff que permite expresar
los operadores de espín colectivos en términos de una serie de un sólo bosón. El objetivo
es calcular la función de partición de Keldysh para este sistema, para que en un trabajo
posterior se use en un condensado Bose-Einstein de polaritones bajo la idea de cambios
no adiabáticos del sistema, denominados quenches.
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2 REPASO FORMALISMO DE KELDYSH

2. Repaso formalismo de Keldysh

Para describir un sistema de muchos cuerpos, que depende del tiempo se tiene que usar el
operador de densidad dependiente del tiempo, dado por

ρ̂(t) = Ût,−∞ρ̂(−∞)Û−∞,t, (2.1)

El operador de evolución (tomando ℏ = 1) es

Ût,t′ = Te−i
∫ t

t′ Ĥ(t)dt, (2.2)

donde T ordena los operadores a la izquierda que están cronológicamente después o los
que están antes a la derecha. Esta es solución del sistema que evoluciona con la ec. de von
Neumann

i
dρ̂(t)

dt
= [Ĥ, ρ̂(t)]. (2.3)

Fuera de equilibrio se asume que se sabe el estado del sistema en un tiempo en el pasado
lejano t → −∞, donde estaba descrito por ρ̂(−∞) = ρ0 . En ese tiempo el Hamiltoniano
Ĥ(−∞) = Ĥ0 no tiene interacciones. Dichas interacciones son cambiadas adiabática-
mente para alcanzar su valor real momentos antes del tiempo de observación Ĥ(t′). Este
Hamiltoniano puede depender explícitamente del tiempo.

Usualmente es de interés conocer el valor esperado de un observable que en este
caso depende del tiempo Â(t). Su valor es dado al evolucionar el sistema desde t → −∞
hasta t donde está el observable, después se avanza hasta t → ∞ y se regresa hasta
t → −∞ ; así se tiene una trayectoria cerrada de tiempo C como en fig. 1. En este caso
se tiene un observable en un tiempo t del lado de ida del contorno, el Hamiltoniano es
ĤV ≡ Ĥ(t) + ÂV (t) (si estuviera en el lado de regreso tendría un signo menos) V (t)
es un potencial. Definiendo una función de partición 2.5, tal que al calcular su derivada
variacional nos da el valor esperado de nuestra observable dado por

⟨Â⟩(t) = Tr[Û−∞,+∞Û+∞,tÂÛt,−∞ρ̂(−∞)]
Tr[ρ̂(−∞)] = i

2
δZ[V ]
δV (t)

∣∣∣∣
V =0

, (2.4)

con

Z[V ] ≡ Tr{ÛC[V ]ρ̂(−∞)}
Tr[ρ̂(−∞)] , (2.5)

también el operador de evolución de contorno cerrado es

ÛC[V ] = Û−∞,+∞Û+∞,−∞. (2.6)

La trayectoria es necesaria si el sistema está fuera de equilibrio, ya que el regreso ayuda
a quitar las interacciones (o ruido) del sistema que no nos interesan. Si está en equilibrio
con solo una rama temporal es suficiente (la de ida).
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2 REPASO FORMALISMO DE KELDYSH

Figura 1: Contorno de tiempo cerrado C, cuando t → +∞ el operador de evolución
regresa hacía t → −∞. Este contorno está descrito por 2.4.

Para encontrar la función de partición se usan unos eigenestados de los operado-
res de creación y aniquilación bosónicos, que facilitan las integrales a realizar, para bajas
temperaturas o con funciones de onda coherentes [16]. Tienen como nombre estados cohe-
rentes, parametrizados por un número complejo z (eigenvalor) los cuales están definidos
como:

âi |z⟩ = z |z⟩ ; ⟨z| â†
i = z∗ ⟨z| , (2.7)

donde ∗ indica conjugación compleja. Las reglas de conmutación de los operadores de
creación y aniquilación bosónicos son

[âi, â†
j] = âiâ

†
j − â†

j âi = δij. (2.8)

De 2.7 y 2.8 podemos tener un Hamiltoniano bien ordenado, con â†
i a la izquierda y âi a

la derecha, por lo que sus elementos de matriz vienen dados por

⟨z| Ĥ(â†
i , âi) |z′⟩ = H(z∗, z′) ⟨z|z′⟩ . (2.9)

Los estados coherentes son una base sobrecompleta, por lo que no son ortogonales [17,
18], esto es

|⟨z|z′⟩|2 = e−|z−z′|2 ̸= 0. (2.10)

Asimismo estos estados tienen cumpletitud∫ ∞

−∞
|z⟩ ⟨z| d[z∗, z] = 1̂, (2.11)

de modo que si z = x + iy, entonces

d[z∗, z] ≡ d(Re z)d(Im z)
π

= dxdy

π
. (2.12)

Ahora se divide el contorno temporal en 2(N −1) partes iguales con longitud δt = (t2N −
t1)/[2(N − 1)], tales que t1 = t2N → −∞ y tN = tN+1 → ∞. Esto es equivalente
al método de Feynman [19] para la integral de trayectoría, solo que se tienen 2 ramas
temporales. En consecuencia al calcular las amplitudes de probabilidad de cada división
temporal y usar los estados coherentes junto a sus propiedades, la función de partición se
vuelve

Z = 1
Tr[ρ̂0]

∫ 2N∏
j=1

d[z∗
j , zj]exp

i
2N∑

j,j′=1
z∗

j G−1
jj′ zj′

 . (2.13)
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2 REPASO FORMALISMO DE KELDYSH

G−1
jj′ es una forma simbolica de definir la inversa de una función de Green. En seguida se

toma el límite N → ∞, de modo que las variables pasan a notación continua zj → z(t)
se vuelven campos cuánticos

Z[z(t)] =
∫

D[z∗(t), z(t)]eiS[z∗,z] (2.14)

tal que

D[z∗(t), z(t)] ≡ ĺım
N→∞

2N∏
j=1

d[z∗
j , zj]

Tr[ρ̂0]
. (2.15)

Mientras que la acción de Keldysh-Schwinger, que es la fase de la función de onda, en
este caso es

S[z∗, z] =
∫

C
dt z∗(t)Ĝ−1z(t) =

∫
C

dt[iz∗(t)∂tz(t) − H(z∗, z)]. (2.16)

A partir de esta acción se puede tratar la integral de contorno como una sola integral,
con dos componentes del campo bosonico en el contorno de la rama de ida z+(t) y en la
de regreso z−(t), como resultado se tiene

S[z∗, z] =
∫ ∞

−∞
dt [z+∗(t)Ĝ−1z+(t) − z−∗(t)Ĝ−1z−(t)] (2.17)

= i
∫ ∞

−∞
dt(z+∗∂tz

+ − z−∗∂tz
−) −

∫ ∞

−∞
dt[H(z+) − H(z−)]. (2.18)

Con la función de partición definida se puede calcular las funciones de Green (propagado-
res) de los campos bosónicos a partir de derivadas variacionales, que nos dan los estados
cuánticos, su espectro de energías y estados de ocupación. En este caso la función de
Green es

⟨z±(t)z±(t′)∗⟩ ≡
∫

D[z∗, z]z±(t)z±∗(t′)eiS[z∗,z] (2.19)

= 1
Z[0, 0]

δ2Z[z∗, z]
δz±∗δz±

∣∣∣∣
z=0

= iG(t, t′), (2.20)

escrito en forma matricial

⟨z±(t)z±(t′)∗⟩ =
(

iGT(t, t′) iG<(t, t′)
iG>(t, t′) iGT̃(t.t′)

)
=
(

iG++(t, t′) iG+−(t, t′)
iG−+(t, t′) iG−−(t, t′)

)
. (2.21)

Tales que ⟨z+(t)z−∗(t′)⟩ ≡ iG<(t, t′) se llama G-menor, ⟨z−(t)z+∗(t′)⟩ ≡ iG>(t, t′)
es G-mayor, ⟨z+(t)z+∗(t′)⟩ ≡ iGT(t, t′) es la función de Green ordenada en el tiem-
po, ⟨z−(t)z−∗(t′)⟩ ≡ iGT̃(t, t′) es la función de Green antiordenada en el tiempo. Estos
elementos de matriz no son independientes, este fue el aporte de Keldysh [7], hacer una
rotación para diagonalizar esta matriz. La rotación de Keldysh es a través de una transfor-
mación lineal unitaria [20]

Û ≡ 1√
2

(
1 1
1 −1

)
= Û †. (2.22)
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2 REPASO FORMALISMO DE KELDYSH

Aplicando la transformación tanto a los campos z+ y z−

Û

(
z+

z−

)
= 1√

2

(
z+ + z−

z+ − z−

)
≡
(

zcl

zq

)
, (2.23)

zcl indica un promedio entre ambas ramas temporales por eso se le llama término clásico,
zq indica una diferencia entre ambas ramas por lo que si hay diferencia entre ellas nos da
las fluctuaciones cuánticas. Las relaciones inversas de 2.23 son(

z+

z−

)
= 1√

2

(
zcl + zq

zcl − zq

)
(2.24)

se pueden usar en 2.18, por lo que se obtiene

S = i

2

∫ ∞

−∞
dt[(zcl + zq)∗∂t(zcl + zq) − (zcl − zq)∗∂t(zcl − zq)]

−
∫ ∞

−∞
dt[H(zcl + zq

√
2

) − H(zcl − zq

√
2

)]

= i

2

∫ ∞

−∞
dt[zcl∗∂t(zcl + zq) + zq∗∂t(zcl + zq) − zcl∗∂t(zcl − zq) + zq∗∂t(zcl − zq)]

−
∫ ∞

−∞
dt[H(zcl + zq

√
2

) − H(zcl − zq

√
2

)]

= i
∫ ∞

−∞
dt(zcl∗∂tz

q + zq∗∂tz
cl) −

∫ ∞

−∞
dt

[
H(zcl + zq

√
2

) − H(zcl − zq

√
2

)
]

. (2.25)

Además, estos campos complejos se pueden parametrizar por su parte real e imaginaria,
con campos reales x(t) y p(t), tal como

zcl/q = 1√
2

(xcl/q + ipcl/q), (2.26)

de esta manera al sustituir en 2.25, para el primer término

i
∫ ∞

−∞
dt(zcl∗∂tz

q + zq∗∂tz
cl) = i

2

∫ ∞

−∞
dt[(xcl − ipcl)∂t(xq + ipq) + (xq − ipq)∂t(xcl + ipcl)]

= i

2

∫ ∞

−∞
dt[xcl∂t(xq + ipq) − ip∂t(xq + ipq) + xq∂t(xcl + ipcl) − ipq∂t(xcl + ipcl)]

= −1
2

∫ ∞

−∞
dt(xcl∂tpq + xq∂tpcl − pcl∂txq − pq∂txcl)

+ i

2

∫ ∞

−∞
dt(xcl∂txq + xq∂xcl + pcl∂tpq + pq∂tpcl)

= −1
2

∫ ∞

−∞
dt(xclṗq + xqṗcl − pclẋq − pqẋcl) + i

2

∫ ∞

−∞
dt

[
d

dt
(xclxq + pclpq).

]
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2 REPASO FORMALISMO DE KELDYSH

La parte imaginaria de la última ecuación es cero, ya que es una diferencial exacta y por las
condiciones a la frontera. También, los términos xṗ pueden ser diferenciales exactas con
una parte del Hamiltoniano (ver proyecto terminal 1 [21], ejemplo del oscilador armónico)
entonces la acción

S = 1
2

∫ ∞

−∞
dt(pclẋq + pqẋcl) −

∫ ∞

−∞
dt

[
H(xcl + xq

2 ,
pcl + pq

2 ) − H(xcl − xq

2 ,
pcl − pq

2 )
]

. (2.27)

Esta forma de la acción de Keldysh-Schwinger se usará más adelante con el modelo LMG.
Por otra lado, aplicando la rotación a 2.21 se obtiene

⟨zα(t)zβ∗(t)⟩ ≡ iGαβ(t, t′) = Û iĜ(t, t′)Û † (2.28)

=
(

iGK(t, t′) iGR(t, t′)
iGA(t, t′) 0

)
= 1

2

(
G> + G< θ(t − t′)(iG> − iG<)

θ(t′ − t)(iG< − iG>) 0

)
,

(2.29)

para este caso α, β ∈ {cl, q}, los cuales indican términos clásicos y cuánticos. Además la
función escalón,

θ(t − t′) =


1 si t > t′,

0 si t < t′.
(2.30)

Los elementos de matriz de 2.29 están dados por

iGcl,cl(t, t′) ≡ iGK(t, t′), (2.31)

iGcl,q(t, t′) ≡ iGR(t, t′), (2.32)

iGq,cl(t, t′) ≡ iGA(t, t′), (2.33)
iGq,q(t, t′) = 0. (2.34)

GR (Green retardada) y GA (Green Avanzada) tienen la información de los estados cuán-
ticos del sistema y su espectro de energías. GK (Green de Keldysh) tiene la información
de los estados de ocupación fuera de equilibrio [22]. Se puede tener esta información
con la transformada de Fourier respecto a t − t′ de las tres funciones de Green de la ma-
triz 2.29. Por ejemplo, para un solo nivel bosónico con Hamiltoniano Ĥ(â†, â) = ω0â

†â,
sus transformadas son [23]

G̃R(ϵ) = 1
ϵ − ω0 + i0 , (2.35)

G̃A(ϵ) = 1
ϵ − ω0 − i0 , (2.36)

G̃K(ϵ) = coth
(

ϵ − µ

2T

)
[G̃R(ϵ) − G̃A(ϵ)]. (2.37)

La última ecuación es el teorema de fluctuación disipación, el cual es una propiedad de
los sistemas en equilibrio térmico y relaciona la disipación de la energía con las fuerzas
de fluctuación presentes [20, 23].
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3 MODELO DE LIPKIN-MESHKOV-GLICK

3. Modelo de Lipkin-Meshkov-Glick

Se usará el modelo de Lipkin-Meshkov-Glick (LMG) [8, 9, 10], básandonos en los resul-
tados de la Ref. [15]. El Hamiltoniano es

H = − J

2N

N∑
i,j=1

(
γxσx

i σx
j + γyσy

i σy
j + γzσz

i σz
j

)
− ∆

N∑
i=1

σz
i , (3.1)

σα
i , α ∈ {x, y, z} son las matrices de spin de Pauli, J es la energía de interacción,

N = 2S +1 ≃ 2S es el número cuántico que determina la longitud de pseudo-espin. 1/N
garantiza que la energía libre por spin sea finita en el límite termodinámico (N → ∞).
Además, ∆ es la magnitud del campo magnético (o la energía del espín), γα son paráme-
tros que cambian la magnitud de la interacción en cada eje α. Usando el operador total de
spin

Ŝα = 1
2

N∑
i=1

σx
i , α ∈ {x, y, z}, (3.2)

tales que [Ŝx, Ŝy] = iŜz. Al redistribuir las sumas se obtiene

H = − J

2N

γx

(
2
2

N∑
i=1

σx
i

)2
2

N∑
j=1

σx
j

+ γy

(
2
2

N∑
i=1

σy
i

)2
2

N∑
j=1

σy
j

 (3.3)

+γz

(
2
2

N∑
i=1

σz
i

)2
2

N∑
j=1

σz
j

− 2∆
(

1
2

N∑
i=1

σz
i

)

Ĥ = −2J

N
(γxŜ2

x + γyŜ2
y + γzŜ2

z ) − 2∆Ŝz (3.4)

De ahí que este Hamiltoniano describa grados de libertad colectivos de espín. También se
puede pensar como una cadena de espines interactuando entre sí con alcance infinito [24].

3.1. Representación de Holstein–Primakoff

Tomando una aproximación de campo medio [20], con N ≫ 1, las fluctuaciones cuánticas
pequeñas de los spines alrededor de sus valores esperados pueden ser representadas en
términos de los operadores de ascenso y descenso de espin (Ŝ+ y Ŝ− respectivamente).
Estos operadores a su vez pueden ser especificados en términos de una serie de un sólo
boson expresada en operadores de creación y aniquilación (â† y â ) en consecuencia se
tiene

Ŝ− = Ŝx − iŜy = â†(N − â†â)1/2, (3.5)

Ŝ+ = Ŝx + iŜy = (N − â†â)1/2â, (3.6)

Ŝz = N

2 − â†â. (3.7)

9 PROYECTO TERMINAL I



3.1 Representación de Holstein–Primakoff3 MODELO DE LIPKIN-MESHKOV-GLICK

Esta es la transformación de Holstein-Primakoff, por los autores que lo desarrollaron en
1940 [25]. Asimismo 3.5 y 3.6 se pueden desarrollar en series de potencias en el límite
termodinámico (N ≫ 1)

Ŝ− = â†
√

N

(
1 − â†â

N

)1/2

= â†
√

N

(
1̂ − â†â

2N
+ . . .

)
≈ â†

√
N

(
1̂ − â†â

2N

)
, (3.8)

Ŝ+ =
√

N

(
1̂ − â†â

2N
+ . . .

)
â ≈

√
N

(
1̂ − â†â

2N

)
â. (3.9)

A partir de estas ecuaciones, se puede obtener Ŝx sumando 3.8 y 3.9

Ŝ+ + Ŝ− = 2Ŝx ⇒ Ŝx = Ŝ+ + Ŝ−

2 =
√

N

2

[
(â + â†) − â†ââ + â†â†â

2N

]
, (3.10)

se requiere Ŝ2
x/N , entonces

Ŝ2
x

N
= 1

4

[
(â + â†) − â†ââ + â†â†â

2N

]2

= 1
4

{
(â + â†)2 − [(â + â†)(â†ââ + â†â†â) + (â†ââ + â†â†â)(â + â†)]

2N
+ (â†ââ + â†â†â)2

4N2

}
,

el término 1/N2 decae muy rapido por lo que se toman los primeros dos. Se desarrolla el
segundo término aparte, poniendo â†â a la izquierda con las reglas de conmutación 2.8

(â + â†)(â†ââ + â†â†â) + (â†ââ + â†â†â)(â + â†) =
ââ†ââ + ââ†â†â + â†â†ââ + â†â†â†â + â†âââ + â†âââ† + â†â†ââ + â†â†ââ† =

2â†(ââ† − 1)â + (1 + â†â)ââ + â†âââ + 2â†â†ââ† + (1 + â†â)â†â + â†âââ† − â†â† =
2â†ââ†â + 2â†(ââ† − 1)â† + 2â†âââ + â†â(ââ† − 1) + â†âââ† + ââ − â†â† + â†â =

2â†ââ†â + 2â†ââ†â† + 2â†âââ + 2â†âââ† + â†â† + ââ =
2â†â(â†â + â†â† + ââ + ââ†) + O(â(†)2) = 2â†â(â + â†)2 + O(â(†)2),

los términos que van como O(â(†)2/N) son constantes o son cero por lo que se pueden
despreciar, ya que â(†) ∝

√
N . Así se llega a que

Ŝ2
x

N
= 1

4

[
(â + â†)2 − 1

N
â†â(â + â†)2

]
. (3.11)

Mientras que para Ŝy restando las ecuaciones 3.8 y 3.9

Ŝ+ − Ŝ− = 2iŜy ⇒ Ŝy = Ŝ+ − Ŝ−

2i
=

√
N

2i

[
(â − â†) + â†â†â − â†ââ

2N

]
.

Procediendo de la misma manera que en el caso anterior con

Ŝ2
y

N
= −1

4

[
(â − â†) + â†â†â − â†ââ

2N

]2

= −1
4

[
(â − â†)2 + (â − â†)(â†â†â − â†ââ) + (â†â†â − â†ââ)(â − â†)

2N

]
,
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3.1 Representación de Holstein–Primakoff3 MODELO DE LIPKIN-MESHKOV-GLICK

nuevamente el segundo término por separado

(â − â†)(â†â†â − â†ââ) + (â†â†â − â†ââ)(â − â†) =
ââ†â†â − ââ†ââ − â†â†â†â + 2â†â†ââ − â†â†ââ† − â†âââ + â†âââ† =

2â†ââ†â + 2â†âââ† − 2â†âââ − 2â†ââ†â† + O(â(†)2) =
2â†â(ââ† + â†â − ââ − â†â†) + O(â(†)2) = 2â†â[â(â† − â) − â†(â† − â)] + O(â(†)2) =

2â†â(â − â†)(â† − â) + O(â(†)2) = −2â†â(â − â†)2 + O(â(†)2).

Por lo que se tiene

Ŝ2
y

N
= −1

4

[
(â − â†)2 − 1

N
â†â(â − â†)2

]
. (3.12)

En cambio para Ŝ2
z /N

Ŝ2
z

N
= 1

N

(
N

2 − â†â
)2

= N

4 − â†â + 1
N

â†ââ†â. (3.13)

Sustituyendo las tres expresiones y 3.7, en 3.4 si se toma el hamiltoniano H = H0 + V ,
con términos de segundo orden en H0 (operadores de un cuerpo) y de cuarto orden en V
(operadores de dos cuerpos)

Ĥ0 = −J

2
[
γx(â + â†)2 − γy(â − â†)2 + γz(N − 4â†â)

]
− ∆(N − 2â†â), (3.14)

V̂ = − J

2N
â†â

[
−γx(â + â†)2 + γy(â − â†)2 + 4γzâ†â

]
. (3.15)

Ahora se hace el cambio a operadores de cuadratura para expresarlo de manera similar a
cómo se realizó en el Proyecto Terminal 1 con el oscilador armónico [21]

â = 1√
2

(x̂ + ip̂), (3.16)

â† = 1√
2

(x̂ − ip̂), (3.17)

⇒ (â + â†) = 2x̂2; (â − â†)2 = −2p̂2; â†â = 1
2(x̂2 + p̂2).

Sustituyendo en 3.14

Ĥ0 = −J

2

[
γx(2x̂2) − γy(−2p̂2) + γz(N − 4

2(x̂2 + p̂2))
]

− ∆(N − x̂2 − p̂2)

= −J
[
γxx̂2 + γyp̂2 + γzN − γzx̂2 − γzp̂2

]
− ∆N + ∆(x̂2 + p̂2)

Ĥ0 = (∆ − Jγx + Jγz)x̂2 + (∆ − Jγy + Jγz)p̂2 − ∆N. (3.18)
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Comparando este Hamiltoniano libre con el de un oscilador armónico Ĥ = p̂2/(2m) +
mω2x̂2/2, se puede notar que la masa y frecuencia, respectivamente, son

m = 1
2(∆ − Jγy + Jγz) , (3.19)

ω2 = 4(∆ − Jγy + Jγz)(∆ − Jγx + Jγz). (3.20)

Después sustituyendo las variables canonicas en 3.15, que es la parte de términos cruzados
y operadores de dos términos

V̂ = J

4N
(x̂2 + p̂2)

[
γx(2x̂2) − γy(−2p̂2) − 2γz(x̂2 + p̂2)

]
(3.21)

= J

2N
(x̂2 + p̂2)

[
(γx − γz)x̂2 + (γy − γz)p̂2

]
. (3.22)

Definiendo

α ≡ ∆ − Jγx + Jγz, (3.23)
β ≡ ∆ − Jγy + Jγz, (3.24)

γ1 ≡ γx − γz, (3.25)
γ2 ≡ γy − γz. (3.26)

Por lo tanto el Hamiltoniano 3.4 se vuelve

Ĥ = Ĥ0 + V̂ = αx2 + βp̂2 + J

2N
(x̂2 + p̂2)

[
γ1x̂

2 + γ2p̂
2
]

− ∆N. (3.27)

Al sustituirlo dentro del formalismo de Keldysh y emplear estados coherentes, las cuadra-
turas serán reemplazadas por las correspondientes variables clásicas (x̂p̂) → (x, p).
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4. Acción de Keldysh en el modelo LMG

La integral de camino de Keldysh viene dada por la función de partición fuera de equili-
brio 2.14, a partir de ésta se puede derivar funcionalmente para obtener los correladores
de los campos bosónicos. Para ello es necesario calcular la acción 2.27. Empezando con la
parte del Hamiltoniano con x = (xcl + xq)/2 y p = (pcl + pq)/2, calculamos la diferencia
entre el Hamiltoniano semi-clásico en cada rama

H(xcl + xq

2 ,
pcl + pq

2 ) − H(xcl − xq

2 ,
pcl − pq

2 ) =

α
(

xcl + xq

2

)2
+ β

(
pcl + pq

2

)2

+ J

2N

[(
xcl + xq

2

)2
+
(

pcl + pq

2

)2
] [

γ1

(
xcl + xq

2

)2
+ γ2

(
pcl + pq

2

)2
]

− ∆N

−α
(

xcl − xq

2

)2
− β

(
pcl − pq

2

)2

− J

2N

[(
xcl − xq

2

)2
+
(

pcl − pq

2

)2
] [

γ1

(
xcl − xq

2

)2
+ γ2

(
pcl − pq

2

)2
]

+ ∆N =

α

4
[
(x2

cl + x2
q + 2xclxq) − (x2

cl + x2
q − 2xclxq)

]
+β

4
[
(p2

cl + p2
q + 2pclpq) − (p2

cl + p2
q − 2pclpq)

]
+ J

2N(16)×

×{(x2
cl + x2

q + 2xclxq + p2
cl + p2

q + 2pclpq)
[
γ1(x2

cl + x2
q + 2xclxq) + γ2(p2

cl + p2
q + 2pclpq)

]
−(x2

cl + x2
q − 2xclxq + p2

cl + p2
q − 2pclpq)

[
γ1(x2

cl + x2
q − 2xclxq) + γ2(p2

cl + p2
q − 2pclpq)

]
}

= αxclxq + βpclpq + J

2N(16)×

×{(x2
cl + x2

q + p2
cl + p2

q)
[
γ1(x2

cl + x2
q + 2xclxq) + γ2(p2

cl + p2
q + 2pclpq)

]
+2(xclxq + pclpq)

[
γ1(x2

cl + x2
q + 2xclxq) + γ2(p2

cl + p2
q + 2pclpq)

]
−(x2

cl + x2
q + p2

cl + p2
q)
[
γ1(x2

cl + x2
q − 2xclxq) + γ2(p2

cl + p2
q − 2pclpq)

]
+2(xclxq + pclpq)

[
γ1(x2

cl + x2
q − 2xclxq) + γ2(p2

cl + p2
q − 2pclpq)

]
}.
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4 ACCIÓN DE KELDYSH EN EL MODELO LMG

Luego, tendremos

= αxclxq + βpclpq + J

2N(16){4(x2
cl + x2

q + p2
cl + p2

q) [γ1xclxq + γ2pclpq]

+4(xclxq + pclpq)
[
γ1(x2

cl + x2
q) + γ2(p2

cl + p2
q)
]
}

= αxclxq + βpclpq + J

8N
{(x2

cl + x2
q + p2

cl + p2
q)(γ1xclxq + γ2pclpq)

+(xclxq + pclpq)
[
γ1(x2

cl + x2
q) + γ2(p2

cl + p2
q)
]
}

= αxclxq + βpclpq + J

8N
{2γ1xclxq(x2

cl + x2
q) + 2γ2pclpq(p2

cl + p2
q)

+(γ1 + γ2)[xclxq(p2
cl + p2

q) + pclpq(x2
cl + x2

q)]}.

De este modo la acción es

SK =
∫ ∞

−∞
dt(1

2[pclẋq+pqẋcl]−αxclxq−βpclpq−
J

8N
{2γ1xclxq(x2

cl+x2
q)+2γ2pclpq(p2

cl+p2
q)

+ (γ1 + γ2)[xclxq(p2
cl + p2

q) + pclpq(x2
cl + x2

q)]}), (4.1)

que al ser una función par por el orden cuadrático de los operadores entonces

SK =
∫ ∞

0
dt(pclẋq+pqẋcl−2αxclxq−2βpclpq−

J

4N
{2γ1xclxq(x2

cl+x2
q)+2γ2pclpq(p2

cl+p2
q)

+ (γ1 + γ2)[xclxq(p2
cl + p2

q) + pclpq(x2
cl + x2

q)]}), (4.2)

con esta acción se tiene la función de partición en los campos xcl/q y pcl/q. Sin em-
bargo, para este modelo la dinámica esta gobernada por el Hamiltoniano de la forma
H = p2/(2m) + mω2x2/2 + ux4/(2N) [15], entonces se simplifica la acción

SK =
∫ ∞

0
dt
[
pclẋq + pqẋcl − 2αxclxq − 2βpclpq − J

2N
γ1xclxq(x2

cl + x2
q)
]

. (4.3)

En consecuencia, se puede obtener la función de partición a partir de los puntos de silla,
con derivadas funcionales de la acción para cada uno de las cuatro términos clásicos y
cuánticos [20], comenzando por los momentos

δSk

δpcl/q

∣∣∣∣
t=0

= 0 =
∫ ∞

0
dt

∂

∂pcl/q

[. . . ]
∣∣∣∣
t=0

⇒ ẋq0/cl0 − 2βpq0/cl0 = 0 ⇒ ẋq0/cl0 = 2βpq0/cl0

después las posiciones, para xcl

δSk

δxcl

∣∣∣∣
t=0

= 0 =
∫ ∞

0
dt

∂

∂xcl

[. . . ]
∣∣∣∣
t=0

−2αxq0 − Jγ1

2N
[xq0(x2

cl0 + x2
q0) + 2x2

cl0xq0] = 0

xcl0 = ±
√

−4αN

3Jγ1
− x2

q0;
(

−4αN

3Jγ1
− x2

q0

)
> 0. (4.4)
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De manera análoga para xq

xq0 = ±
√

−4αN

3Jγ1
− x2

cl0;
(

−4αN

3Jγ1
− x2

cl0

)
> 0. (4.5)

Una vez que se obtienen dichos valores, se pueden substituir para obtener la función de
partición

Z =
∫

D[xcl/q, pcl/q]W (xcl0/q0, pcl0,q0)eiSK , (4.6)

donde W (xcl0/q0, pcl0,q0) es la transformada de Wigner de la matriz de densidad, dada por

W (x, p) ≡ 1
π

∫ ∞

−∞
⟨x + y| ρ̂(t) |x − y⟩ e−2ipydy (4.7)

Después de este paso, se pueden obtener las fluctuaciones alrededor de los puntos estacio-
narios, a partir de las segundas derivadas de SK y pensar en procesos fuera de equilibrio
específicos. Pero eso será parte de un trabajo futuro.
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5. Conclusiones

El método de Keldysh nos permite resolver sistemas fuera de equilibrio y que presentan
interacciones fuertes, por lo que resultan útiles para estudiar sistemas de muchos cuerpos
como condensados interactuantes y superfluidos más allá de campo medio. Adicional-
mente, se requiere especificar el tipo de proceso que se quiere considerar en el sistema.
Aquí, se propuso aplicar el modelo de Keldysh al Hamiltoniano de LMG, un paradigma de
las interacciones colectivas de espín y las transiciones de fase cuánticas que recientemente
se ha empleado para el estudio de procesos no adiabáticos (quenches). Básándonos en la
Ref. [15], se propuso la derivación de la acción de Keldysh para este modelo. Como se
observó, para el modelo LMG de partículas con interacciones de larga distancia de spin,
se necesitó de la aproximación de Holfstein-Primakoff que reduce los operadores de espín
colectivos a un sólo bosón. Sin embargo, también pueden usarse otras representaciones
como la de Schwinger de SU(2) para los bosones [20], solo que la primera es más sencilla
de trabajar y se obtienen una comparación más sencilla con varios experimentos, sobre
todo aquellos que consideran condensados.

Se ha conseguido llegar a la función de partición de el sistema, para algun trabajo pos-
terior se calculará la segunda derivada variacional de los campos bosónicos lo que nos
ayudará a obtener GA, GR y GK los cuales nos darán su distribución y espectro de ener-
gía. Además, se requiere especificar el protocolo específico fuera de equilibrio en este
sistema y comparar con resultados numéricos que provengan de la diagonalización exacta
del Hamiltoniano de LMG.
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