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Resumen

En este proyecto se proporcionara las herramientas necesarias para poder llevar
a cabo el planteamiento del método Bootstrap y aplicarlo a sistemas cuyas interac-
ciones estan determinadas por potenciales de tres tipos: ultra local, de rango finito
y de suave decaimiento. Estos potenciales, en principio, pueden ser atractivos o re-
pulsivos. En el caso de los potenciales atractivos, estos pueden tener al menos un
estado ligado. Un estado ligado es aquel en el cual una particula no tiene la energia
suficiente para escapar del potencial y moverse libremente. En vez de eso, perma-
nece dentro del rango de accién del potencial y su movimiento queda acotado por
su valor de energia. La cantidad de estados ligados estara en funcion del tipo de
potencial que da lugar a la interaccién. La manera en la que se va a implementar
este método involucra la construccién de la matriz S, un objeto matematico que
relaciona estados iniciales con estados finales en un proceso de dispersion. De igual
forma, la matriz S es un operador que posee propiedades que mencionaremos mas
adelante y que, al analizarlas matematicamente, son de utilidad para determinar si
hay estados ligados, cuantos y con qué fuerza de acoplamiento se dan. Analizar la
matriz S también nos puede proporcionar la informacién necesaria para saber si un
sistema puede tener estados metaestable, asi como su intensidad o duracion.



Introduccion

Para estudiar el comportamiento de algin sistema a nivel microscépico el punto
de partida es la ecuacién de Schrodinger. En este caso abordaremos solo el caso no
relativista, es decir, nos interesan por ahora los sistemas de bajas energias. Resol-
ver la ecuaciéon de Schrodinger nos da informacion sobre los estados del sistema y
sobre las energias correspondientes a dichos estados, las cuales estdn asociadas a las
interacciones que tienen lugar. También nos permitira obtener informacion ciertos
parametros fisicos que podemos medir mediante operadores. Las interacciones que
vamos a abordar en este trabajo se deben a un potencial que puede ser de alguno de
los siguientes tres tipos: los potenciales ultra-locales, también llamados potenciales
de contacto, definidos a partir de una funcién delta de Dirac (es decir, definidos
en un solo punto); los potenciales de rango finito, definidos para cierto intervalo
x € (—a,a) y los potenciales con decaimiento suave, definidos en todo el espacio
pero que cumplen que V' — 0 cuando x — oo. La matriz S es un elemento ma-
tematico que podemos expresar en su representaciéon matricial y que nos relaciona
los estados inicial y final del sistema. Entendemos por estado final al estado que se
obtiene después de someter dos particulas a un proceso de dispersion. Para obtener
la expresién de dicha matriz la idea es tomar los estados inicial y final en puntos
lejanos, fuera del alcance del potencial en cuestién, de manera que podamos ha-
cer ciertas aproximaciones para simplificar un poco el problema. Al hacer esto, nos
conducird a obtener una cierta expresion para la matriz S, la cual resulta ser una
funcién compleja y su estructura va a depender del potencial que se esté estudiando.
Como lo que resulta es una funciéon compleja la tarea es analizar sus propiedades y
darle interpretacion fisica a los resultados que se obtengan.

Un estado libre es aquel que se da cuando el sistema no estd sometido a interac-
ciones externas, de manera que la dinamica es libre. Sus energias son continuas de
modo que pueden asumir cualquier valor. Un estado ligado surge de la presencia de
un potencial atractivo, el cual tiene la capacidad de confinar a una particula o sis-
tema en una regién definida. En este caso se tiene un espectro de energia discreto y
ademas esos valores son negativos. Un estado metaestable es aquel que presenta una
estabilidad temporal pero que eventualmente puede decaer a un estado de menor
energia.

Usaremos el método Bootstrap para aprovechar propiedades fundamentales de los
sistemas cuanticos que podamos relacionar con operadores asociados a cantidades
fisicas que queramos medir. De esta manera, el método nos permite delimitar los
intervalos para dichas mediciones y entonces obtener informacion relevante, como el
espectro energético, sin tener que resolver explicitamente problemas complicados o
en casoso en los que no se tiene un facil acceso al potencial.
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En el capitulo 1 se darda un breve resumen de los conceptos e ideas mas impor-
tantes que intervienen en un proceso de dispersion cuantica y se mostrard la manera
para realizar el planteamiento en la forma mas general de este problema y podremos
notar que surge la funciéon de Green de manera natural. También veremos que surge
un elemento que proporciona las amplitudes relativas entre estados iniciales y fina-
les. Este elemento, en su representacion matricial es nuestra ya mencionada matriz
S. Después se le dard la interpretacion fisica de dichos resultados.

En el capitulo 2 plantearemos la manera de determinar la matriz S para un siste-
ma en general y posteriormente identificaremos las propiedades que satisface dicha
matriz, el significado fisico que nos dan dichas propiedades y mostraremos tambien
una manera de trabajar con la matriz S considerando un conjunto de eigenestados
de paridad.

En el capitulo 3 abordaremos explicitamente los tres tipos de potenciales men-
cionados anteriormente. Mostraremos las propiedades analiticas de la matriz S en
cada caso y su interpretacién fisica. También tomaremos casos especiales para ca-
da potencial con la finalidad de contrastar similitudes y diferencias en cuanto al
comportamiento de la matriz S para cada potencial.

En el capitulo 4 detallaremos dos propiedades importantes de los polos asociados
a estados ligados. La primera indica que parte imaginaria de dichos polos es positiva
y que ademas la parte real es cero. También introducimos el concepto de resonancia
proponiendo un polo arbitrario con parte real e imaginaria distintas de cero, lo que
permite relacionarlas con cantidades como el tiempo de decaimiento.

Finalmente en el capitulo 5 se presentan las conclusiones de este trabajo. Se plan-
tea la alternativa de usar este método para potenciales especificos que son relevantes
en el estudio de interacciones fuertes.



Capitulo 1

Teoria de dispersion

1.1. La ecuaciéon de Lippmann-Schwinger

El punto de partida de nuestro trabajo sera recordar la ecuacion de Schrodinger,
que rige la dindmica de cualquier sistema cuantico. Expresandola en términos de
operadores, la escribimos como:

H|U) = (T + V)|, (1.1)

donde T y V son los operadores de energia cinética y potencial, respectivamente,
y |¥) es un eigenestado del operador hamiltoniano H.

Escogiendo la representacion en la base de posiciones, podemos reescribir 1.1 de
la siguiente forma:

LU R,

Ahora, para estudiar la teoria de dispersion partiremos del caso en el que el sistema
es independiente del tiempo. Podemos proponer que la solucion esta dada por un
producto de funciones, una dependiente solo de la posicion y otra dependiente solo
del tiempo:

U(x,t) = (x)o(1), (1.3)

de manera que podemos sustituir 1.3 en 1.2 y hacer la separacion de nuestra ecuacion
en una parte unicamente temporal y otra tnicamente espacial. Nuestra constante
de separacién la llamaremos E y sabemos que esta constante representa la energia
del sistema. Para la parte temporal, tendremos la ecuacién diferencial:

L do(t)
h——" — Bt 14
0 Bo(r), (14)
cuya solucién general es:
o(t) = e BN, (1.5)

Esto nos permite escribir la expresion que determina los eigenestados del sistema
como sigue:
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U(x,t) = e B/ My(x). (1.6)

Ahora que tenemos la expresién 1.6 podemos centrarnos en la parte dependiente
de la posicion. Después de haber separado variables obtenemos:

(<574 V0 ) 900 = Evt) (1.7

Para continuar nos conviene reescribir 1.7 nuevamente en términos de operadores.
Recordando que p = 1AV, escribimos:

(g_m n v) $(x) = (Ho+ V)o(x) = H(x). (18)

Donde H’O es la energia cinética de particula libre, V es el potencial que da lugar
a la interaccién y, en consecuencia, al fenémeno de dispersion. Supongamos ahora un
fenomeno de dispersion elédstica, el cual es un proceso en el que la energia cinética
del sistema es la misma antes y después de la interaccion entre la particula y el
potencial.

Pensemos un sistema que consiste en una onda que incide sobre el rango de
accion de un potencial V. En este caso, antes de la dispersion, la energia cinética
inicial del sistema es la de una particula libre. Luego se da la interaccion de la onda
con el potencial, lo cual da lugar a la dispersion y en este estado final la energia
del sistema se conserva pero existe la posibilidad de que la onda se haya reflejado
o transmitido total o parcialmente. El estado final del sistema lo podemos pensar,
por ejemplo, como una combinacién lineal de una onda que se transmitié y otra que
se reflej6, de manera que el eigenestado inicial en el que se encontraba el sistema es
distinto al eigenestado tras la dispersion.

Entonces, inicialmente tenemos que la dinamica de la onda incidente estd dada
por:

Hyl) = E|¢). (1.9)

Mientras que después de haberse dispersado, la dindmica queda descrita por:

(Ho + V)|y) = E|W). (1.10)

Notemos aqui que en ambos casos se tienen los mismos eigenvalores, es decir, la
misma energia, pero corresponden a distintos estados, antes y después de la disper-
sién (|¢) # [1)). Nuestra intencién ahora es buscar alguna solucién |¢) tal que nos
regrese al eigenestado |¢) cuando el potencial dispersivo V' — 0.

Consideremos la siguiente expresion:

1

— V), 1.11
E_Bii ™) (1.11)

[4*) = 1¢) +

denominada ecuacién de Lippmann - Schwinger. Esta ecuacién es equiva-
lente a la ecuacién de Schrodinger. El término |¢) estd asociado con el término
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correspondiente a la particula libre en la ecuacion de Schrodinger, mientras que el
término que contiene a [¢)*) corresponde a la parte perturbativa, la cudl contiene la
informacion sobre como actiia el potencial en el sistema.

1.1.1. La funcién de Green

Veamos que sucede con la ecuacién de Lippman-Schwinger (1.11) en la base de
posiciones. Para ello recordemos que un ket arbitrario |a) en una base continua lo
podemos escribir como:

) = /_OO da! |2 (2. (1.12)

[e.9]

Ahora vamos tomar el operador X y aplicarlo en ambos lados de la ecuacion 1.11
solo que del lado derecho escribiremos [1/*) de acuerdo a la expresién 1.12. Queda
de la siguiente forma:

1
E — Hy =+ ic
Como la integracién es sobre la variable primada podemos intercambiar el orden
de la integral y el potencial para el segundo término del lado derecho:

(xl*) = (x]) + {x v / 8o/ |y (o o). (1.13)

ixlv) = (o) + [ ' (x

1 N
—— VX ) (X [pF). 1.14
E— Hy+ic ><W> A

Vemos también que el potencial V' actiia sobre las variables no primadas, asi que
podemos conmutarlo con el operador |z’) (/| y entonces escribir finalmente:

iclv®) = o) + [ o' (x|

Dado que la ecuacién 1.15 contiene al ket [1/*) en la integral vamos a definir y
analizar la siguiente funcion:

x'> X |V [%). (1.15)

1

h?
G (3, x) = <X5—mim

~ 2m

f> (1.16)

Esta es la funcién de Green, también conocida como propagador (este nombre
cobrard sentido mas adelante).

Ahora la evaluaremos y para esto vamos a introducir otro cambio de base (a la de
momentos) de modo que facilite la evaluacién del operador Hy. En otras palabras,
queremos escribir a la funcién G4 en términos de p y p’. Recordemos que la relacién
de completitud para una base continua esta dada por:

/ a'1€) (€] = 1, (117)

donde [£’) representa un eigenestado de p.
Dado que G depende de x y X’ debemos introducir la unidad en la ecuacién 1.16
dos veces (con p’ y p”) como se muestra a continuacién:
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1
E — Hy =+ i Hy t e

G:I: /dS //dS //X‘p <
Si el ket |p) (un eigenket arbitrario del operador p) representa el estado de una
onda plana cuyo momento es precisamente p, podemos evaluar el primer y tercer

bracket de la integral de la ecuacién 1.18 y resultan de la siguiente forma:

p"> (p"|x'). (1.18)

xlp') = S (1.19)

x|p) = ———= :

P) = ey

(p"|x) = e T (1.20)
Grh)P

El bracket que aparece enmedio de la integral no es més que la funciéon de Green
escrita en la base de momentos. Para el evaluar la funciéon de Green, notamos que
lo tenemos entre distintos elementos de la misma base, por lo queda en términos de

una delta de Dirac como sigue:
(0| - e e (1.21)
E — Hy+ie E — (p?/2m) *ic
Sustituimos ahora los resultados de 1.19, 1.20, 1.21 en la ecuacién 1.18 y nos
queda lo siguiente:

h2 -x)/h 5(3)<p/ _ p//) e—i(p"x")/h
G &y | &Pp e . . . (1.22
+(%,%) / / h32 B — (p?/2m) £ic  (2rh)32 (1.22)

Realizamos la integracién sobre las variables p” y dado que tenemos dentro de la
integral una delta de Dirac, queda de la siguiente manera:

G d3 / e p x)/h . e_i(p/'x,)/h
. 1.23
+(x,X) Qm/ 27h)3 — (p?/2m) % ic (1.23)

Ahora haremos algunas sustituciones para seguir desarrollando la integral. Pri-
mero tomemos que p’ = hq, donde q es el vector de onda. Como A es una simple can-
tidad escalar, multiplica a cada componente de q, por lo que entonces d3p’ — h3d%q.
También vamos a tomar que E = h%k?/2m. Haciendo estas sustituciones y agrupan-
do las exponenciales, a integral nos va a quedar entonces de esta forma:

G h3d3 eiP ' (x—x")/h Lo
+(x,x) 2m/27rh '52k2 ¢ +ic) (1.24)

Notemos que un término 2m/h? queda absorbido dentro de la misma constante &
ya que la tinica condicién para € es que sea pequena, por lo que podemos reescribirlo
de esa manera sin ningin problema. Ahora terminamos de simplificar un poco vy,
debido a que en 1.24 tenemos un producto punto en la exponencial, sabemos que
esta involucrada la distancia entre x y X/, asi como el dngulo entre los vectores. Por
esta razon escribiremos el elemento de volumen en términos de coordenadas esféricas



1.1. LA ECUACION DE LIPPMANN-SCHWINGER 11

para aprovechar esta simetria. También tomaremos el vector q en la direccion del
eje Z y obtendremos lo siguiente:

2m z|q||x x| cos 0
Gi(x,x') ok / / / ¢*dgsin 9d9d¢ Ziic (1.25)

No hay dependencia en ¢ por lo que la integraciéon sobre dicha variable resulta
en un 27. También podemos cambiar un poco la integral sobre 6 considerando que

d(cosf) = —sinfdf. Con este cambio, los limites de la integral cambian también y
queda de la siguiente forma:
; ’ cos =1
1 00 q2dq ez|qu—x |cos @
Gi(x,x) = : 1.26
+(,X) 4#2/0 k? —q?® L ie [ ig)x — x| | e0—1 (1.26)

Simplificando un poco y sacando de la integral los términos que no dependen de
¢, nos queda:

etlallx=x'| _ o—ila|lx—x'|

Gi(x,x') = 47?2 = x’]/ qdq S : (1.27)

En este punto podemos hacer un par de comentarios para simplificar la integral.
Primero notemos que aparece la resta de exponenciales conjugadas en el numerador.
Dado que es la resta de la misma exponencial menos su conjugada podemos afirmar
que se trata de una funcién impar. Otra manera de darnos cuenta es pensando en
la férmula de Euler (e* = cosf =4 isinf)y notando que el numerador podrfamos
expresarlo como 2isin g|x — x|, sin embargo no haremos esta sustitucién. El dnico
fin de senalar esto es notar que, dado que en la integral tenemos el producto de
dos funciones impares nos da como resultado una funcion par y podemos entonces
extender los limites de la integral sobre ¢ de —oo a oo (no olvidemos multiplicar
por 1/2 el resultado de la integral con los nuevos limites). Obtendriamos entonces
lo siguiente:

etlallx—x"| _ o—ilal[x—x’|

Gi(x,x') = 87r2 b= X,|/ qdqS e : (1.28)

Reescribimos la ecuacion factorizando un —1 y nos queda:

1 1 gilallx—x'| _ o~ilallx—x|
G N=— — d . 1.29

Es de cierta importancia mencionar que hacer esto no tiene un sentido fisico en
realidad, ya que los limites como los teniamos para ¢ € (0,00),0 € (0,7),¢ € (0, 27)
eran tales que la integral ya se estaba definida para todo el espacio asi que extender
los limites para ¢ es solamente una manipulacién matemaética que nos ayudard a
resolver més fécil esta integral. Una vez hecho esto, vamos a separar en dos términos
lo que acabamos de obtener:

1 1 0o 6i\q||x—x/| 00 €—i|q\|x—x/|
Gi(x,x’)z——-.—[/ qdq——5—— / W e (130

872 ilx—x||) o @—kTie | o k? Fie
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Notemos que los integrandos de ambos términos divergen (tienden a £00) cuando
¢ = k? L ie, es decir, tienen polos. Podemos sacar raiz a ambos lados y obtener
g = +Vk?£ie. Dado que el valor de € es muy pequeno y arbitrario podemos
aproximar la expresion anterior y decir que los polos estan en ¢ = k £ i al tomar
la raiz positiva y en ¢ = —k F ie al tomar la raiz negativa. Aqui es importante no
perder de vista que los signos £+ y F, segun sea el caso, corresponden al signo + o
- que decidamos tomar para G, es decir, en realidad la funcién tiene dos polos, no
cuatro. Para aclararlo veamos la figura 1.1:

Im(k’) A

L

> Re(k)

Figura 1.1: Polos de la funcién G.. Los puntos corresponden al signo -z las cruces
al signo ”. [1]

Los semicirculos que se muestran en la figura representan las curvas en el plano
complejo con las que vamos a poder evaluar las integrales de la ecuacion 1.32 de una
manera mas practica. Para ello recordemos que la integral de una funcién sobre una
curva cerrada en el plano complejo la podemos evaluar con la siguiente expresion:

() 40— i (o). (1.31)

Z— 20

Recordemos que las curvas recorridas en sentido antihorario tiene orientacién
positiva mientras que las recorridas en sentido horario tiene orientacién negativa. Al
integrar sobre una curva orientada negativamente nos ocasiona un cambio de signo
en el resultado.

La ecuacion 1.31 nos sirve para evaluar integrales a lo largo de una curva dentro
de la cual esté contenida alguna singularidad de nuestra funcién compleja. Notemos
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que en el denominador aparece z — 2y mientras que en la ecuacion 1.30 aparece en
el denominador un término que contiene a z? asi que para poder evaluarla con la
integral de Cauchy [2] podemos tratar de escribir el denominador de 1.30 como un
producto de dos términos lineales en z y con ello poder reescribirla en la siguiente
forma:

f(z)

?{( o :]4 C=20 gz = 2rig(z0). (1.32)

z—21)(z = 29) (z — 20)

Donde g(z) = % Usando estos resultados podemos evaluar las integrales de la
ecuacion 1.30. Para la integral cuya exponencial es negativa tenemos que:

o0 —i|q||x—x'| —i(Fk—ie))|x—x/|
/ . c (1.33)

= —2mi(Fk — ie) e

Tomando el limite cuando € — 0 y simplificando obtenemos:

~ e_i‘qu_XI| - tik|x—x'|

dg—mM8M ——
ooq qqz_k2:|:i5

Ahora, para la integral cuya exponencial es positiva:

00 ; eilallx—x'] il ei(Ek—ie))x—x| .
|t = 2k i) (1.35)
Hacemos ¢ — 0:
00 etlallx—x| k]
Sustituyendo 1.34 y 1.36 en 1.30 se obtiene finalmente que:
1 1 . , , , 1 etiklx—x'|
G N = - tik|x—x'| (. tik|x—x'| - ) 1.37
£(x,x) 87Tz'|x—X’|(m€ (e ) 47 |x — x| (1.37)

Esta es la ya conocida funcion de Green que también se puede obtener como la
funcién asociada a alguna funcion f que satisfaga la ecuacién de Helmholtz[3]. Es
decir, si se tiene que:

(V2 + Ky = Q. (1.38)

Entonces existe una funcion de Green asociada a 1 que satisface:

(V2 + k)G (x, %) = 6(x — X) (1.39)

y al hacer el desarrollo pertinente se llega a la misma expresion que la indicada
por la ecuacién 1.37. Este resultado nos permite reescribir la ecuacién 1.15 de la
siguiente manera:

: _~!
€i1k|x x|

(i) = i) = 7 [ e V1), (1.40)
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En el lado izquierdo de la ecuaciéon 1.40 tenemos el eigenestado final bajo la
accion del operador de posiciéon, resultando asi en la funcién de onda asociada al
estado final del sistema, mientras que el lado derecho de la ecuacion nos indica que
podemos expresarla como la suma de una onda incidente (el término correspondiente
a particula libre) y un término maés, el cual nos da la informacién sobre la dispersién
que sufre dicha onda incidente. En el segundo término, las cantidades involucradas
dependen tinicamente de la distancia entre x y x’, mostrando asi una simetria esféri-
ca, por lo que la onda representada por dicho término es esférica. La funcion de
Green nos indica la manera en la que se propaga la onda de un punto x a otro x’. El
término correspondiente a la particula libre es una onda plana. Se puede visualizar
mejor esta idea en la figura 1.2:

Ly

Figura 1.2: Se muestra la parte correspondiente a la onda incidente (e?*¥) y a la onda
dispersada (e?*"). La solucién (x|¢)%) es la suma de ambas ondas mostradas. 3]

Se ha tomado el eje Z en la misma direcciéon en la que incide la onda de modo
que no introduzcamos dependencia en ¢, el angulo azimutal. Los signos + y - en
el superindice de nuestra solucién lo que nos indican es la direcciéon de la onda
dispersada. El signo positivo quiere decir que la onda se aleja del potencial dispersivo
mientras que el signo negativo quiere decir que se acerca al potencial.

Lo que queremos explorar ahora es el comportamiento de la funciéon de onda a
evaluar, es decir, el comportamiento de (x|1)*) en puntos lejanos ya que en la practica
los detectores se suelen colocar lejos de donde el potencial actia. Consideraremos
un potencial localizado definido de la siguiente manera:

X|V[x") = V()P (x —x"). (1.41)

Veamos de nuevo la ecuacion 1.40 y notemos que podemos usar 1.41 para rees-
cribir el bracket dentro de la integral. Para hacer eso primero hay que saber cémo
se ve el estado |¢T) en la base de posiciones y luego podemos aplicar el potencial,
por lo que obtenemos:
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IVI65) = [P ViR 16 = V) ). (1.42)
Con este resultado podemos escribir:
2m. eiik|x7x’|
+\ ) e 3, / ol E
(x|™) = (X|Pine) 2 T —47T|X — X/|V(x Wx|™). (1.43)

De acuerdo a 1.43 nuestra funcién de onda es la superposicion de la onda incidente
con la onda dispersada. Lo importante a mencionar aqui es que pese a que el potencial
estd localizado (es decir, esté confinado a una regién finita del espacio) sus efectos
sobre la onda incidente no desaparecen ain cuando la onda dispersada sale del
alcance del potencial. Esto en realidad resulta practico porque justamente nuestro
interés es observar los efectos de dispersion pero fuera del alcance del potencial de
modo que en un experimento debemos colocar el detector a una distancia mucho
mayor (que el alcance de V) Esto nos permite hacer aproximaciones sin perder
informacion sobre el andlisis de la onda dispersada. Veamos la figura 1.3:

P . .
~«—— QObservation point

Figura 1.3: Potencial dispersivo. La regiéon sombreada es aquella en donde el poten-
cial aun tiene alcance.El punto P es en donde vamos a evaluar nuestra funcién de
onda. [1]

Considerando lo mencionado anteriormente vamos a interesarnos en el caso en
que:

x| > ¥/ (1.44)
También vamos a redefinir estas variables como sigue:
r=1x , =K (1.45)

Si « es el angulo que se forma entre los vectores x y x” entonces podemos escribir
lo siguiente:

x — x| = /(x —x') - (x = xX/) = Vr2 + 72 — 2rr' cos av. (1.46)

Podemos factorizar r? y sacarla de la raiz y nos queda lo siguiente:

o0/ 2\ 1/2
x —x'| =7 1 - cosa+ : (1.47)
r 72
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Como habiamos dicho que r > r’ entonces el tercer término del paréntesis lo
podemos despreciar y para los dos restantes utilizamos la aproximacién:
(1+2)" = (1+ nzx). (1.48)
Entonces nos queda lo siguiente:

!/
|x—x’]%r(l—r—cosoc):r—r'cosa (1.49)
r

y finalmente:

x —x'|~r—1-x. (1.50)
Esta aproximacién entonces nos permite escribir:

+ik|x—x'| ~ eiik(r—f‘-x’) iikreq:ik’~x’

e =e , (1.51)

donde hemos de notar que se ha usado que k’ = kr’. Si ahora recordamos que
k = p/h, entonces podemos escribir el término asociado a la onda incidente como:

6ik-x
(k) = 75 (1.52)
También notemos que de acuerdo a la expresion 1.44 podemos escribir:
1 1
y con todo lo anterior podemos reescribir la ecuacién 1.43 como:
9 +ikr ,Fik/-x’
(xlit) = (xlk) = S [ da' V() (X ). (1.54)
El significado fisico de tomar el signo + o el signo - radica en el término e**", que

corresponde a una onda saliente o entrante, es decir que se aleja de la zona donde
actua el potencial o que va hacia él. Nos interesa el caso que se aleja del potencial
después de ser dispersada por lo que tenemos que tomar el signo positivo de [1)*) y
los demas signos del lado derecho que ello implique. Nos queda entonces la siguiente
expresion:

27m, eikr —ik/-x’

+\ — k) — == d3 V-
(ot = (i) — 2o [ dbar
Podemos sacar de la integral todo lo que no dependa de x’ y escribirla de la
siguiente manera:

V)¢, (1.55)

1 2m ethr

(el = (el - -

Sustituyendo el término de la onda incidente con el obtenido en la ecuacion 1.52
nos quedaria como:

/dgx’eik,'x/V(x’) (x'|yT). (1.56)
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eik-x 1 2m eikr
<X|¢+> = To.\3/2 A- F2 ..
(2m)3/2 4w B2 7

Factorizamos de la siguiente forma:

/d3x’6_ik/'x,V(xl)<x'|¢+>. (1.57)

1 dex 1 2metr

(™) = P2 | T v

(2m)3/2 / d%’e‘ik"le(x')<x’|¢+>} . (1.58)

Vamos a reacomodar un poco los términos y reescribir la ecuaciéon 1.58:
1 " eikr
vex k' k)| . 1.59
(27T>3/2 |:e + r f( ? )1 ( )

La funcién f(k’,k) es la amplitud de la onda esférica debida a la dispersién
causada por el potencial V' y esta dada por:

(x[pT) =

12 s
Lﬂkgk)::—Zg?gxmﬂWQ/lﬁyeﬂk*quq@ﬂ¢+y (1.60)
Multiplicamos y divimos la ecuacién anterior por (27)%? y nos queda:
1 2m e kX
f.K) =~ [ a SV ). (1.61)
Usamos la ecuacién 1.20 y entonces tenemos:
/ 1 2m 3 3 /1 <! / I+
PR =~ om) [ ! (V) (). (162

Recordemos que en la base de posiciones, podemos escribir una matriz (3| A|«)
en términos de las funciones de onda asociadas a los estados |«), |5) de la siguiente
manera:

(Bl Ala) = / & / B2 (Ba) (2| Al2") (2] ). (1.63)

Con esto, la ecuacién 1.62 queda escrita como:

1 2m
FIK 1) = =23 (m)P V). (1.64)

Es importante mencionar que el elemento descrito por la ecuaciéon 1.64 consta de
dos entradas de momento, lo cudl permite expresarlo en términos de una matriz. Se
puede obtener mas informacién de a partir de este elemento, por ejemplo el calculo
de la seccion eficaz.

La seccién eficaz se denota con la letra o y es una medida que cuantifica la pro-
babilidad de que una particula se disperse en una direccién en especifico tras haber
sido afectada por un potencial. Podriamos decir que la seccion eficaz es, de cierta
manera, una especie de area sobre la que esta incidiendo la particula, provocando
asi la dispersion.

Se puede hablar de la seccién eficaz diferencial o de la seccion eficaz total. La
seccién eficaz total se calcula integrando la seccion eficaz diferencial sobre todo el
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angulo sélido. Lo que nos interesa es entonces la seccion eficaz diferencial porque
de esa manera podemos escoger un pequeno angulo sélido en especifico y entonces
estudiar la dispersién en una direccién en particular.

La seccién eficaz diferencial se relaciona con las amplitudes de dispersién por
medio de la siguiente ecuaciéon:

;l—g = |f(K, k)|~ (1.65)



Capitulo 2

Matriz S

2.1. Dinamica de un sistema interactuante

En este capitulo abordaremos el mismo problema planteado en el capitulo an-
terior pero no lo haremos mediante la ecuacion de Lippmann-Schwinger explicita-
mente. Se hard de una manera alternativa con el fin de mostrar el hecho de que el
elemento f(k’,k) en la representacién matricial corresponde con la que se conoce
como Matriz S (en inglés S-matrix, donde la S proviente de Scattering).

Consideremos la ecuacién de Schrodinger en su caso mas general, es decir, consi-
derando la dependencia en el tiempo del sistema y en presencia de un potencial V.
Asumiremos que estamos en el régimen de bajas energias, de modo que no aparezcan
efectos relativistas . En este caso, la ecuacion es:

~ ~ ~

HU(x,t) = (T + V)¥(x, 1), (2.1)

que podemos reescribir como:

2
ma\p(x, t) h

o = o V) + V% )U(x,8). (2.2)

Las interacciones que vamos a considerar pueden ser debidas a potenciales de
tres tipos, que se muestran en la figura 2.1:

= Ultra-locales. También llamados potenciales de contacto. Se definen en térmi-
nos de la distribucién Delta de Dirac.

= De rango finito. Estos potenciales tienen un rango de acciéon en un intervalo
finito, digamos [—a, a], y fuera de ese intervalo vale cero.

= De decaimiento suave. De igual manera tienen un rango efectivo dentro de un
intervalo definido pero fuera de este se aproximan a cero asintoticamente.

19
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£~
T

—— Ultra-local
Rango finito

Suave decaimiento

Figura 2.1: Tipos de potenciales, en este caso, atractivos

En cualquiera de los tres casos podemos notar que tienen el mismo comporta-
miento cuando |z| — oo, conduciendo a:

2
Zhﬁlll(x, t) h

= ——V2U(x,t 2.
A (e (23)
y cuya solucién estd dada por:
U(x, 1) = eiler =0, (2.4)

Ahora, volviendo a considerar el rango en el que el potencial tiene efecto y ademéds
considerando el caso independiente del tiempo, se propone que ¥(x,t) = ¥ (x)o(t),
de modo que la ecuacion 2.2, para la parte espacial, nos conduce a:

2
(500 + V60 60 = Bt (25)
Mientras que para la parte temporal se obtiene:
do(t
ih% = Bo(t). (2.6)

Para conocer la solucién a la ecuacién 2.5 necesitamos conocer el potencial V'
pero para la ecuacién 2.6 ya conocemos la soluciéon, se trata de una exponencial.
Esto permite escribir la solucion de 2.2 como:

U(x,t)=e"

T (x). (2.7)
La ecuacién 2.7 corresponde a los eigenestados del Hamiltoniano del sistema.

Dependiendo de los valor de la energia que se le dé al sistema podemos tener
estados ligados o estados de dispersion. Si E > 0 tendremos estados de dispersion.
Los estados de dispersion son aquellos donde la particula tiene suficiente energia para
no quedar confinada por el potencial. La funciéon de onda asociada a esta particula
corresponde a una onda viajera. Por otro lado, para E < 0 tendremos estados
ligados. En este caso la particula tiene una energia menor que el valor limite que
puede tomar el potencial, quedando confinada por él. La funcién de onda asociada
a un estado ligado tiende a cero al alejarnos mucho del potencial, entonces se trata
de una onda localizada.
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2.2. Matriz S y sus propiedades

Vamos a considerar la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo, en
términos de una coordenada espacial relativa entre las particulas que interactian:

d*(x)

P2+ B () = V@)(e), (23)

en donde se ha utilizado que k* = 2mFE/h* y V(x) = 2mV(z)/h*.
Lejos del rango de accién del potencial V' podemos tener soluciones asintéticas
que difieren en un signo segun la direccién de propagacion:

e $1 T — —00
¢($) ~ { e—ikx s T = 00 ) (29)
De modo que la solucién general de la ecuacion 2.8, lejos del alcance del potencial
es:

Y(x) = A(k)e™™ + B(k)e **, (2.10)

la cual es una combinacion de soluciones independientes provenientes de direcciones
opuestas.

Si consideramos en nuestro experimento que la onda que controlamos avanza de
izquierda a derecha y llega a una barrera de potencial podemos escribir la soluciéon
asintética como:

wno)~ { (ol G 21
Anélogamente, para una particula que viaja de derecha a izquierda tenemos:
e~k S$i X — —00
Yr(x) ~ { e—ike  ploike i gy oo (2.12)

En las expresiones 2.11 y 2.12, los coeficientes r,¢,7" y t' son los coeficientes de
reflexién y transmision, que en general pueden ser complejos.

Recordemos que en mecéanica cuéantica, los coeficientes que acompanan a cada
solucion independiente estan relacionados con la probabilidad de hallar a la particula
en ese estado. Debido a esto decimos que la probabilidad de que la particula se refleje
en la barrera de potencial, o bien, que la atraviese estan dadas por:

R=|r|>,T = |t] (2.13)

Como mostraremos mas adelante, la matriz S se puede escribir de la siguiente
manera;

t r
S(k) = ( Yot ) . (2.14)

Mostraremos como llegar a este resultado, asi como algunas propiedades ttiles
de la matriz S. Consideremos la corriente de probabilidad cuantica en el caso de una
dimensién, que esta dada por:
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by dy
J“)—%(w@— d:r;)

Tomando la expresion para ¢g dada en la ecuacién 2.11 y sus derivadas, susti-
tuimos en 2.15, resultando en:

(2.15)

e —|r?) si z— —o0
(@) = { By " sz oo (2.16)
La ecuacién de continuidad establece que:
o|w)?  dJ(x)
=0. 2.17
ot + dx ( )

Como nos interesan las soluciones estacionarias, buscamos que 9|¥[?/0t = 0 y en-
tonces, 2.17 implica que dJ(z)/dz = 0, lo cual quiere decir que la corriente de
probabilidad es constante y entonces:

L [rf? = |2, (2.18)

y finalmente se tiene:
T+R=1, (2.19)

Mostrando asi la conservacién de la probabilidad, una propiedad muy importante
en mecanica cuantica.

Para continuar, consideremos un potencial V real. En este caso, sabemos que
Yr y Y% son soluciones independientes a la ecuacién de Schrodinger y por lo tanto
una combinacién lineal construida a partir de ellas también sera solucién. Tomemos
entonces la siguiente combinacién lineal:

w}“%(x) . r*wR<x> { e—ikm+r*eik3¢7:*eikm7|,,,‘26ikm SZ T — —00
~

* ,—tkx *11kx . :
t* e T—rter® t*r te St r — OO

Simplificando y recordando que 1 — |r|? = |t|? = {t* se llega a:

V() —rpr(z) { te~the si T — —00

. e ) 2.21
. e—zkzx o 7"t_*tezkz si T — 00 ( )

Comparando 2.21 con ¢y, dada por la ecuacién 2.12 obtenemos las siguientes rela-
ciones: .
rt
t*
Los calculos realizados anteriormente nos permiten expresar un fenémeno de
dispersién en términos de ondas incidentes y salientes que se pueden mover hacia
la izquierda o derecha. Nuestras soluciones asintéticas con las que vamos a trabajar
son:
Descomponer las soluciones a la ecuacién de Schrédinger segtin la tabla nos
permite expresarlas de la siguiente forma:

(0)-(R)osm(s). e

=t =—

(2.22)
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Movimiento Onda incidente Onda saliente
Derecha | Ip(z) =e* sixz — —o0 | Og(x) =e*® siz —
Izquierda | Ip(z) =e * six — oo | Op(x) =e * siz — —c0

Cuadro 2.1: Soluciones asintdticas, incidentes y salientes.

donde S esta dada por:
t r
S(k) = ( Yot ) . (2.24)

Usaremos las expresiones de la ecuacion 2.22 para probar que la matriz S tiene la
propiedad de unitariedad.
Tomemos el producto de matrices SST y nos quedara lo siguiente:

t r o [t]? +|r|*  tr"™ 4t
T =
SS ( ,r,/ t/ ) ( ,r_* 2(:/>1< > ( ,,,,/t* —{—t/T* |,,,./|2 _|_ |t/|2 (225)
De las ecuaciones 2.15 y 2.19 vemos que en la diagonal tenemos 1’s y por las expre-
siones en 2.22 vemos que fuera de la diagonal tenemos ceros y por lo tanto:

SSt = ( (1) (1) ) = 1. (2.26)

Hemos probado la unitariedad de la matriz S. Esto quiere decir que existe la con-
servacion de la probabilidad.
Para continuar, tomemos la ecuacién 2.23 y reescribamosla como sigue:

( ZIL% ) = S(k) {Sl(k) ( ?j ) + ( 8’; )] (2.27)

La informacién relevante se encuentra en el factor entre corchetes ya que la S(k),
que aparece por fuera, inicamente modifica las amplitudes de ambos términos pero
lo hace en la misma proporcién. Si cambiamos el signo del vector de onda k — —k
entonces tenemos que las ondas incidentes y salientes invierten su direccion, es decir,
I, +— O,;. Considerando lo anterior tenemos:

(2)-(h)ren() e

Comparando 2.28 con la ecuacion 2.23 concluimos que la matriz S presenta la si-
guiente propiedad:
S(k) =S~ (~k), (2.29)

la cudl se denomina simetria de cruce. Permite relacionar lo que sucede en ambos
semiplanos, inferior y superior. Esto puede facilitar el anélisis de S(k) y también
sirve, por ejemplo, en teoria de muchos cuerpos para relacionar las particulas que
forman cuasiparticulas con los huecos que se generan debido a su formacién.

Otra propiedad se deriva tomando el conjugado de la ecuacion 2.23:

()= () oem(@)
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Recordando que nuestras soluciones asintéticas son de la forma e***

al invertir el signo del vector de onda en la ecuacién 2.30 se obtiene:

() (1) o) e

Nuevamente comparamos con 2.23 y obtenemos la siguiente propiedad de la matriz

S:

notamos que

S(k) = S*(—k). (2.32)

2.3. Estados ligados

Pese a que a simple vista parece que la matriz S relaciona solamente estados
de dispersion también nos permite saber si existen estados ligados, cuantos y qué
tan fuerte se esta acoplando el sistema. Para obtener la informacién mencionada
tenemos que analizar en el dominio complejo a la matriz S, que es funcion del vector
de onda k. Primero que nada tomemos la soluciéon a la ecuacion de Schrodinger
independiente del tiempo:

() = e ™l 4 S(k)ekll, (2.33)

Dado que corresponde a un estado de dispersion, podemos dividir toda la expresion
de manera que no afectemos la proporcién entre las amplitudes de ambos términos
y asi reescribir 2.33 como:

(x) = ﬁe“ﬂ'x + etklel, (2.34)

Ahora, si nos acercamos a un polo de S(k) dado por un £’ arbitrario de la forma
k" = a + ib tendremos que el primer término del lado derecho de 2.34 tiende a cero
y entonces nos queda lo siguiente:

() = eIl = gkl bl (2.35)

De la expresién 2.35 podemos notamos que si b > 0 entonces tendremos estados
ligados ya que el segundo factor del lado derecho presenta el comportamiento de un
estado localizado. Podemos concluir entonces que los estados ligados estan deter-
minados por los polos de la matriz S que tienen parte imaginaria positiva y, por lo
tanto, se encuentren en el semiplano superior.

2.4. Retrasos espaciales y temporales
La solucion asintética para correspondiente a un vector de onda arbitrario k es:
Uy (z,t) = e Bty (), (2.36)

sin embargo, el comportamiento de una particula se asemeja mas al de un paquete
de onda. Para representar un paquete de onda, tomamos un intervalo de valores
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de momento centrado alrededor de algin ky y sumamos todas las contribuciones.
Podemos escribir entonces:

U(x,t) = / dkA(k)W(x,t) = / dkA(k)op(z)e Ext/h, (2.37)
Considerando un espectro gaussiano y recordando que p = hk tenemos:
U(z,t) = / dk Age=*Fko) () e =B (2.38)

Tomando la solucién asintética dada por 2.33 y desarrollando los términos dentro
de la integral se obtiene:

o
\I/(.T, t) _ / dkAoefoz(kfp/h)2 (e—ikxfi(%)t + eikxfi(%)tJrlogS(k))' (239)
—00
Nos interesa que las fases sean estacionarias, es decir, que no cambien significati-
vamente en funcion del momento. Obtenemos estas condiciones al derivar los argu-
mentos de las exponenciales respecto a k:
P P h d

x mt,a: mt T dp og S(p) (2.40)

Definiremos como retraso espacial a la siguiente cantidad:

1d
0 =—-——1ogS(k). 2.41
- log (k) (241)
La figura 2.2 muestra la manera en la que el retraso espacial indica si las particu-
las interactiian. Cuando no hay retraso espacial, ambas particulas se acercan, y des-
pués se alejan sin presentar interaccion entre ellas. En el caso en el que las particulas

si se perciben debido a una interaccién es cuando se genera un retraso espacial.

Figura 2.2: Retraso espacial para 6 = 0 y para § # 0. [4]

Se puede definir también un retraso temporal considerando la siguiente ecuacion:

Lr_ 2y -s. (2.42)
m m
Esta igualdad se obtiene considerando las ecuaciones 2.40. Simplificamos la expresion
y resulta en:

(2.43)

> o

P
m
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La ecuacién 2.43 nos indica la relacion que existe entre el retraso espacial y temporal
con la velocidad que posee la particula. La matriz S es quien contiene la informacion
sobre estos retrasos, tal como lo indica la ecuacién 2.41. Fisicamente estos retrasos
nos indican si en una interaccion se esta produciendo un estado meta-estable. Un
estado meta-estable es aquel en el que una particula tiene la posibilidad de perma-
necer confinada pero por un tiempo finito y que eventualmente puede decaer a un
estado de menor energia.



Capitulo 3

Dispersion de potenciales no
relativistas

En este capitulo emplearemos las propiedades de la matriz S que ya se explo-
raron de manera general para abordar el problema de dispersiéon para cada tipo
de interaccién. Haremos el andlisis complejo de la matriz S con el fin de conocer
la informacion 1til sobre ella que podemos aprovechar al implementar el Bootstrap.
Primero obtendremos una expresion general para la matriz S y después abordaremos
cada caso.

Primero, tomaremos la solucion asintética y su derivada:

Y(x) ~ e ™ 4 S(k)e, (3.1)
V' () ~ ik(—e ™ + S(k)e™™). (3.2)

Usando 3.1 y 3.2 construimos:
Y ik ~ 2ikS (k)e™, (3.3)

' — ikt ~ —2ike” (3.4)

Luego, combinando 3.3 y 3.4 llegamos a:

eV ik

S(k) ~ s

3.1. Potencial ultra-local

Consideremos un potencial definido a partir de una delta de Dirac. En la figura
3.1 se ilustra su comportamiento, que esta dado por:

V(z) = ad(x), (3.6)
donde « es una constante negativa, de modo que el potencial sea atractivo.

27
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Figura 3.1: Potencial ultra-local

En este caso la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo queda de la
siguiente manera:

d*
ooz = (wd(@) = k), (3.7)
donde hemos tomado p = 2ma/h? y k* = 2mE /h?. Podemos integrar en un pequefia

vecindad de tamano € alrededor de x = 0, con lo cual obtendremos:

dp)_dy

dx +€_ dz

— p(0). (3.8)

€

El término k%1 no contribuye al integrar la ecuacién 3.7 ya que 9 es continua y la
vamos a integrar en una vecindad de ancho infinitesimal, por lo que el area bajo la
curva en ese intervalo es nula.

Las expresiones para v y su derivada son:

eke + S(k)e~™** i x <0
v~ { L S S Se 39
, ik(e*® — S(k)e ™) s 1 <0
V(@) { ik(—e % + S(k)e*) si x>0 - (3.10)

Usando las ecuaciones 3.9 y 3.10 para hacer las evaluaciones correctas, la ecuacion
3.8 nos conduce a: »
k—ipn/2

S = 1 i

Notemos que cuando k£ — oo, tenemos que S(k) = 1, lo que indica que mientras
mas rapido vaya la particula, la interaccién sera menos perceptible y no habra un
fenémeno de dispersion apreciable. Este comportamiento se muestra en la figura 3.2,
donde se ha graficado el retraso espacial como funcién del momento k. La matriz
S de la ecuacién 3.11 tiene un polo en k = —iu/2, el cual estard en el semiplano
superior solamente si © < 0. Si p < 0 entonces también a < 0 y esto es lo que se
esperaba ya que un valor negativo para « indica un potencial atractivo, segin la
ecuacion 3.6, el cual en este caso tendrd un solo estado ligado.

(3.11)
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Se puede calcular la energia de este estado ligado como se muestra a continuacion.
Sabemos que E = h*k?/2m. Entonces:

(—ip/2)%h? _ R pu? ma?

E= = — " 3.12
2m 8m 2h? ( )
También se puede calcular el retraso espacial usando la expresion 2.41:
1
0= ————. 3.13
k? 4 2 /4 (3:13)

— =1
u=14

— =35

Figura 3.2: Retraso espacial en funcién del momento.

3.2. Potencial de rango finito

Para el caso del potencial de rango finito vamos a considerar un potencial definido
en términos de la funcién escalén, dado por:

V(z) = —Vp0(a® — 2?), (3.14)
donde:
s oy J 1 si|z|<a
O(a” —z%) = { 0 si |o|>a (3.15)

El comportamiento de este potencial es muestra en la figura 3.3.
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Figura 3.3: Potencial de rango finito.

Como tenemos un potencial simétrico podemos tomar la solucién asintética:
Y(x) ~ e Hll 1 S(k)etlel (3.16)

la cual es valida para |z| > a y ademés se estan considerando en la expresién dos
posibilidades: que la particula incidente vaya de derecha a izquierda o de izquierda
a derecha. Para la regién |z| < a tenemos que la ecuacién de Schrodinger es de la
forma:

(dd—; + K+ Uo) P(r) =0, (3.17)

donde se ha tomado que Uy = 2mVy/h2.
Podemos definir ¢® = k? + Uy, con la cual, la ecuacién 3.17 se convierte en:

(dd—; + q2> Y(z) =0, (3.18)

que podemos identificar como la ecuacién de un oscilador arménico. Condensando
las consideraciones anteriores podemos decir que la soluciéon completa para este
problema esta dada por:

ek + S(k)e ™ sz < —a
Y(z) = A(k)cosqr si —a<z<a . (3.19)
e~ 4 S(k)etkr  si r>a

Notemos que, de acuerdo a 3.14, si Uy > 0, tendremos que se trata de un potencial
atractivo y en este caso ¢ > k, lo que indica que la particula tiene un momento mayor
cuando esta dentro del pozo. En el caso en que Uy < 0 tendremos un potencial
repulsivo (es decir una barrera de potencial en vez de un pozo) y la cantidad ¢
toma valores imaginarios, lo cual indica que las soluciénes para este ultimo caso son
estados de dispersion.

Lo siguiente es calcular la derivada de 1 (x) para poder obtener la matriz S de
forma explicita. A partir de 3.19 tenemos que:

ik(e™® — S(k)e **)  si 1< -—a
P'(z) =< —qA(k)singz si —a<z<a . (3.20)
ik(—e=** + S(k)e™®)  si r>a
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Usamos la ecuacién 3.20 para evaluar en 3.5 y obtener la matriz S de forma
explicita para este caso:

_ _p—2ika Y'(a) +iky(a)
o= Y'(a) —iky(a) (3.21)

Haciendo las sustituciones de acuerdo a 3.19 llegamos a:

_oika K+ igtan(aq)

k) = e k —igtan(aq)

(3.22)

En este caso, los polos de la matriz S se encuentran cuando se satisface que:
k = igtan(aq). (3.23)
Haremos los siguientes cambios de variable para trabajar esta ecuacion:

k
iUy

(3.24)

v=ay/Uy,x=

Sustituyendo en 3.23 tenemos:
k2
¢ =k + U= U <1+—>
Uo
¢ = Up(1 — 2%
q = U()\/ 1— 22
aq = ar\/UpvV1 — 22> =vv1— 22
Finalmente tenemos:
tan(aq) = tan(vv'1 — 22). (3.25)

Sustituimos 3.25 en 3.23 y usando el cambio de variable en 3.24 nos queda lo si-
guiente:

zin/Uy = iqtan(vv/1 — x2)
2+/Uy = qtan(vv/1 — 22)
2\/Uy = \/UpV/1 — 22 tan(v/1 — 22)
Y por lo tanto los polos los encontraremos para los valores de x que satisfacen:
z=V1—z2tan(vV1 — 22), (3.26)

los cuales estardn en el intervalo z € [0, 1]. Otra manera de encontrar una expresion
para hallar los polos es usando el cambio de variable y = aq. Lo sustituimos en 3.23
y desarrollamos el algebra:

.Y
k=it
2 tany)
2
2 Y 2
]C ——ﬁtan (y)
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y nuevamente usando 3.24:

V2 —y? =ytan(y). (3.27)

En la figura 2.2 se muestran dos graficas que se intersectan. Estas graficas correspon-
den al lado derecho e izquierdo de la ecuacién 3.27 Notemos que la grafica corres-
pondiente a /v? — y? comienza desde un valor maximo positivo de v para y = 0,
la cual es justamente una cantidad que involucra el ancho y profundo del potencial,
especificamente mediante la expresiéon v? = a?Uj.

10

— ytan(y)
v=2

: ///4 | / s / 10 — =5

Figura 3.4: Intersecciénes de /v? —y? = ytan(y). Estas intersecciones indican
donde se encuentran los estados ligados para un pozo finito de ancho 2a y pro-
fundidad Uj.

Podemos concluir que mientras mas profundo o ancho sea el potencial tendremos
mas interseccién entre las graficas dadas por la ecuaciéon 3.27. Estas intersecciones
indican dénde encontraremos los estados ligados.

El area entre el potencial y el eje horizontal es 2aU,. Si queremos ajustar los
parametros para poder derivar el caso ultra local, entonces se debe cumplir que
[V (z)dx = p = —2aUy, con lo cual Uy = —p/2a. Tomaremos el limite cuando a — 0
de la ecuacién 3.22. En este limite tenemos tan(aq) ~ agq, con lo cual obtenemos la
matriz S para el caso ultra-local.

Notemos también que la funcién ytan(y) tiene intersecciones con el eje horizon-
tal para los valores y = nm. Tomando estos valores de y podemos saber cuantas
intersecciones habra dado que sabemos que \/v? — 2 > 0. Sustituyendo y tenemos:

CL2U()

Uy —n*m?>0—-n< >

™

Recordando que Uy = 2mVy/h? podemos obtener una expresién para el ntimero
total de estados ligados de un pozo finito. Sea ngy, la variable que representa esta

cantidad, entonces:
[2ma2Vj
Ngr = 1 + \‘ W

Ahora, para valores muy grandes de v tenemos que la grafica \/v? — y? comienza
desde mds y mds arriba y en consecuencia, las intersecciones con ytan(y) estaran

(3.28)
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cada vez mas cerca de los valores y,, = nm/2, tomando n impar, con lo cual los polos
estaran en:

(3.29)

De la ecuacién 3.29 tenemos ¢ = n?7?/(2a)? y usando también que ¢*> = K? + U
llegamos a:

n?m?

(20)

Si multiplicamos la ecuacién 3.30 por h?/2m obtendremos los valores de energia
para los estados estables dentro del pozo finito, los cuales quedan determinados por:

k2 4+ Uy ~ (3.30)

h
E,+ Vo~ — 3.31
+ Vo o ( )

Por 1ltimo vamos a mostrar que este pozo finito tiene una singularidad esen-
cial cuando nos aproximamos a co a lo largo del eje imaginario. Consideremos la

identidad:

, , . sin2a + isinh 2¢
lim tan(a +dt) = lim =
t—=£oo t—=+oo cos 2a + cosh 2t

+i. (3.32)

Supongamos que nos aproximamos a infinito usando k = kg + it, de manera que
qg = VE2+Uy = \//f%2 — 12 + 2ikgrt + Uy ~ it. Aplicando el limite y usando la

identidad en 3.32 tenemos que la ecuacion 3.22 se convierte en:

k) = k — igtan(aq)

.k +1i%q
S(k) ~ —2ika
(k) = e k —i%q
—oikak —qk+4q
S(k) ~ 2ika
(k)= e k+qk+q
) k2_q2
Sl{? ~ —2ika
(k) =~e (k+q)?

o —U
~ »—2tka 0
S(k)~e e

con lo cual encontramos que la matriz S para este tipo de potenciales tiene una
singularidad esencial en el limite cuando k — 700, exhibiendo un comportamiento
asintotico particular dado por:

Uy o
S(k) o~ ——= e 2k, 3.33
() = (333)
Notemos que si a — 0 la singularidad desaparece. Esto tiene sentido ya que hay
que recordar que si a — 0 recuperamos el caso de potencial ultra-local, el cudl no
presenta singularidades esenciales.
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3.3. Potencial de suave decaimiento

En esta secciéon mostraremos la importancia de la precision al determinar la
matriz S, ya que, como veremos mas adelante, puede tener polos sin significado
fisico, los cuales denominaremos como polos espurios. Estos polos surgen cuando
el potencial no desaparece a partir de cierto valor de = pero si posee un rango de
interaccién efectivo. Es importante analizar correctamente todos estos polos con el
fin de identificarlos y no concluir incorrectamente la existencia de estados ligados o
metaestables en donde en realidad no los hay.

Consideremos el siguiente potencial:

e—lzl/a
2a

Viz)=p (3.34)

Su comportamiento se muestra en la figura 3.5.

V()

Figura 3.5: Potencial exponencial.

Notemos que si a — 0 recuperamos nuevamente el caso del potencial ultra-local.
Vamos a escribir la ecuacién de Schrodinger para valores positivos de x:

& + k2= Lerla) y(z) = 0 (3.35)
dx? 2a ' '
Para resolverla podemos usar el cambio de variable z = \/2aue~*/%¢, con el cual
podemos reescribir la segunda derivada como:
d? 2 d? d
v_ 2 dv, = & (3.36)

dz? ~ (20)2dz2 ' (20)%dz’
De esta manera podemos reescribir la ecuacién 3.35 como:
22 d*yY 2z di 22
— + (K= == |v=0. 3.37
RaPd? | (aPds ( (2@2) 4 (3:37)

Multiplicando por (2a)? y recordando que i*> = —1 obtenemos:
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d? d
z2d—;f + z% — (2* + (2aki)®) ¢ = 0. (3.38)
La ecuacion 3.38 tiene la estructura de una ecuacion de Bessel modificada de tipo 1

(con v = £2aki). La solucién para esta ecuacion estd dada por:

o 1 2\ 2m+v
I(2) = Z m!I'(m +v+1) <§> ’ (3.39)

m=0

de modo que las dos posibles soluciones seran:
f(x) = I_Qaki(\/2a/l6_z/2a); 9(x) = Lari(/2ape~/%). (3.40)
Ahora, de acuerdo a 3.39 y 3.40 podemos escribir nuestras soluciones como:

B 00 1 \/me_$/2a 2m—2aki
Jw) = Z m!T(m — 2aki + 1) ( 2 ) ’ (3:41)

m=0

o0

1 \/me_x/% 2m+2aki
g(z) =) —= ( : (3.42)

(m + 2aki + 1) 2

m=0
Una solucién general para la ecuacion 3.38 la podemos construir a partir de una
ecuacion lineal de f(z) y g(x):

U(z) = Af(z) + By(x). (3.43
Tomando en cuenta que ¥'(0) = 0 (debido a que % es una funcién par) podemos
obtener la siguiente expresion que relaciona a A y B;

Af'(0) = —Bg'(0). (3.44)

Escogiendo A = ¢/(0) y B = —f’(0) garantizamos la igualdad dada en 3.44, de
manera que nuestra solucion es:

(@) = g'(0)f(z) = f(0)g(x). (3.45)
Debido a que se trata de una serie de potencias enteras positivas, al considerar
z < 1, podemos despreciar todos los términos de la serie quedarnos solo con el
término correspondiente para m = 0. Notemos que z < 1 quiere decir que x > 1
debido al cambio de variable z = \/2apue */?*, con lo cual afirmamos que estamos
obteniendo la solucién asintética.
Con estas consideraciones, tomamos f(z) y g(x) como:

L (gl T (3.46)
(1 — 2aki) > ’ '

~ Y ) 3.47
9) ~ T T 2akd) ( 2 (347)
Usando 3.46 y 3.47 podemos reescribir 3.45 como:

fx) ~
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P(z) ~

—£0) (V2 \*™ J0)  (V2ap\ " L
F(1—|—2aki)( 2 ) e +F(1—2akz’)( 2 ) e, (348)

Diviendo entre el coeficiente del primer término obtenemos:

g0 )I'(1 + 2aki) rap\—2aki
#1(0) T(1 — 2aki) <_> e
ikx

V(@) ~ e
2
de donde podemos identificar a la matriz S, que acompana al término e"**, como:

: (3.49)

S(]{?) _ g/(O) F<1 + Q(Ikl) e—2akilog(ay/2)' (350)
f1(0) (1 — 2aki)
En este caso, dado que el denominador es un producto de dos funciones tendremos
dos tipos de polos asociados a cada una de las funciones.

El primer tipo de polos proviene del factor ¢’(0)/f'(0). Para que este factor de
lugar a algiin polo necesitamos que f’(0) = 0 o bien, de otra forma podemos pedir que
g'(0) > f’(0). Bajo estas condiciones, notemos que en la ecuacién 3.45, el segundo
término se anula, quedando asi solo la parte de la solucién correspondiente a f(x),
la cual conduce a un estado ligado debido al comportamiento de la exponencial de
ese término. Para el segundo tipo de polos recordemos que la funcién gamma I'(z)
presenta singularidades para z = —n, siendo n un cualquier entero positivo. Notando
que en este caso z = 1 + 2aki vemos que los polos se localizan en:

- % (3.51)

Los valores de momento asociados a la expresion 3.51 conducen al siguiente
espectro de energia:

G (1 +n)?h?

E,
2m 8ma?

(3.52)

Para este espectro energético, si tomamos el limite cuando a — 0 su valor tiende a
—o0. Este resultado si nos indica que tenemos una particula fuertemente ligada pero
no nos da el valor correcto de la energia de dicho estado ligado. Podemos afirmar
entonces que los polos de la funcién gamma no corresponden a estados ligados. Esta
inconsistencia se debe a que hemos tomado solo el primer término (m = 0) de 3.41
y 3.42 para escribir la soluciéon de forma aproximada. En el caso en que tomaramos
mas términos tendremos que nuestra solucion seria de la forma:

() ~ e * (1 + e 4 age” 2 4 )+ S(k)e™ (1+ Bre~v/e 4 ). (3.53)

Esta expresién contiene términos (o, y 3,) que no aparecen en la solucién para
el potencial local, los cuales no deberiamos despreciar si queremos la solucién exacta
puesto que la exponencial nunca vale cero. Supongamos que estamos cerca de un polo
tal que su parte imaginaria es positiva, lo cual nos haria pensar que se trata de un
posible estado ligado. En este caso, el término e~*** comenzaria a crecer rdpidamente.
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Necesitamos entonces imponer una condicién para garantizar que S(k) sea el término
dominante. Dicha condicién estard dada por:

e~ kel < S(k)etke, (3.54)

De aqui nos interesa analizar el comportamiento exponencial, de modo que tendre-
mos:

z(Im(k) — 1/a) < zIm(k).

Haciendo un poco de édlgebra se encuentra que la condiciéon que buscamos sera:

1
In(k) < —. 3.55
() < o (3.55)
Si los polos provenientes del factor ¢'(0)/ f/(0) satisfacen la condicién en 3.55 entonces
podemos afirmar que corresponden a estados ligados, mientras que los polos debidos
a la funcion gamma estan todos por encima del valor dado por esta misma condicion.

Ahora consideremos el siguiente potencial (truncado, denotado con el subindice
T):

5 O(b? — %), (3.56)

donde © nuevamente es la funcién escalén con valor 1 para |z| < by 0 fuera de ese
intervalo. Este nuevo potencial es uno de rango finito, por lo que esperariamos que los
polos de la matriz S7 correspondan a estados ligados. Si tomamos el limite cuando
b — oo entonces la matriz St deberia ser idéntica a la matriz S, sin embargo, al ser
un potencial de rango finito desaparecen los polos espurios, tal como lo muestra la
figura 3.6.

05

— ISli A]|

—

— IST[’-A] |—1
2bA

Figura 3.6: Polos de la matriz S para un potencial exponencial (rojo) y un potencial
exponencial truncado (azul)

3.4. El atomo de Hidrégeno

En esta secciéon mostraremos como la matriz S es una alternativa para encontrar
espectros energéticos sin tener que resolver todo el problema. Vamos a analizar el
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caso de una particula que va a interactuar con un potencial coulombiano produci-

do por otra particula mucho méas masiva. Una representacion esquematica de este

/ \_(
/ (electron)

{ pmlun l

\ /

Figura 3.7: Atomo de hidrégeno

sistema se muestra en la figura 3.7

En este caso, la ecuacién de Schrédinger (en 3 dimensiones) es
n? A
(—2—v2 + = - E) Y(r) = 0. (3.57)
Haciendo los cambios k* = 2mE/h* y v = /mA2/2ER?, la ecuacién 3.57 se
transforma en:
2vk
<v2 Ny ) b(r) =0, (3.58)
r
cuya solucién analitica es
™21 4 i) Fy (—iy; 1 i(kr —k - 1)) (3.59)

U(r) =e
donde {Fi, es una funcién hipergeométrica confluente. Si el argumento complejo
de dicha funcién es muy grande, es decir, si kr — k - r > 1, entonces la funcion
hipergeométrica presenta el siguiente comportamiento asintético:
Wor=kr)(j(kr —k 1)) (—i(kr — k- r))”]
I'(—iv) I'(1+iv) ‘
(3.60)

1Fr(—iy; 1,i(kr —k - 1)) F(l){

(—i(kr — k-r))w} |

Sustituyendo 3.60 en 3.59:
I'(1+4y)
(3.61)

(kr—ker) (j(fop — K - 1)) 0L
['(—iv)

Y(r) ~ eXTe ™20 (1 + i) [
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Una identidad de la funcién gamma que nos resultard ttil es: zI'(z) = I'(1 + 2).
Ademsds recordemos que i~ = €™/2. Por otro lado, podemos expresar kr — k - r
como kr(1 — cos®), donde 6 es el dngulo entre k y r y cos = k - r/kr. Con estas
consideraciones podemos reescribir la ecuacion 3.61 como:

eikrfi'y log(kr—k-r)

1/1(1') ~ e—ik.r+z‘ylog(k'r—k-r) + S(k) . ’ (362)

donde la matriz S(k) es:

C ql(l+iy) 1
Sk) = ET(1—idvy)1—cosf’

Queremos encontrar ahora sus estados ligados, por lo que vamos a analizar los polos
de I'(1 4 i7y). Para esto usaremos nuevamente que I'(1 + i) = iyI'(iy) y ademas
recordemos que la funcién gamma tiene polos para todo entero negativo, de modo
que la expresién que nos dice dénde estan los polos es:

(3.63)

w=-n—>y=1in,n=0,1,23, .. (3.64)

Para encontrar los valores de momento correspondientes a estos polos, hagamos
las sustituciones dadas por k* = 2mE/h?* y v = /mA2/2ERh?, en el término 2k~.

Tendremos:

2ky = 2/2mE [h2\/mA? 2 ERh?
ky = /(2mE/h2)(mA? /2ER?)
Am

72
_ Am
R

ky =

y como 7 = in, entonces los valores de momento son:

Am 1 Am
k= ——=———1i. .
h? in men (3.65)
Si calculamos ahora la energia:
n’k?  R? Am mA? 1
E, = =—|—-——=i) =-— —. :
" 2m 2m ( h2nz> 2h? n? (3.66)

Los valores de energia de la expresiéon 3.66 no son ni més ni menos que los
correspondientes al atomo de hidrégeno. Analizar la matriz S en busca de sus polos
en este caso nos condujo al espectro del atomo de hidrégeno sin necesidad de resolver
el problema con eigenvalores.
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Capitulo 4

Estados ligados y resonancias

En este capitulo vamos a estudiar a terminar de precisar algunos detalles tedricos
sobre los estados ligados. En el capitulo 3 solamente se dieron las ideas base res-
pecto a como relacionar los polos de la matriz S con los estados ligados de sistema,
por lo que ahora los revisaremos con mas cuidado. Después hablaremos sobre las
resonancias, las cuales estan relacionadas con los polos en el semiplano inferior.

4.1. Estados ligados: dos propiedades importantes

Como se establecio en el capitulo 3, los estados ligados corresponden a polos de
la matriz S que se ubican en el sempiplano superior. Ahora mostraremos dos pro-
piedades mas particulares acerca de los polos que estan asociados a estados ligados.

Vamos a tomar la ecuacién de Schrodinger para un potencial U(z) = 2mV (z)/h?
y asumiremos que el momento k£ es complejo:

d2—¢+k21p—U( ) =0 (4.1)
772 ) = 0. .

Debido a que el potencial es real, el conjugado de ¥ (x) es también una solucién

de la ecuacion de Schrodinger:

dzdﬁ
dx?

Ahora vamos a multiplicar 4.1 y 4.2 por ¥* y 9 respectivamente:

+ Kt — U(z)y* = 0. (4.2)

(0 ﬁ‘fﬂ/} k) — U (x)y = 0, (4.3)
d2 - * * *
) d;@ + Ykt — U (2)y* = 0. (4.4)
Restamos 4.4 de 4.3 y ademés recordando que 1*1) = |1|? tenemos:
*d2¢) d2¢ﬁ 2 x2 2
ww— W+(k — kE*)|y|* = 0. (4.5)

Si sumamos y restamos un cero, escrito como 94 — 4T 16 demos reescribir
) ) dr dz dzr dx
la ecuacién 4.5 como:

41
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d / x
(W =) + (B = R =0, (4.6)
Al integrar la ecuacion 4.6, obtenemos:
(o = o0\ B =) [ Jul)Pay =0, (4.7

donde identificamos que dentro del paréntesis del primer término aparece la co-
rriente de densidad de probabilidad J(x) = ¢*¢)" — p*'.

Ahora, debido a que estamos considerando estados ligados, es decir, estados
localizados se debe cumplir que J(z) — 0 cuando x — oo, con lo cual, 4.7 se
transforma en:

x

B — gy + (F — k) / (y) 2y = 0. (48)

—00
Por otro lado, recordemos que los polos para la matriz S, en su forma general,
dada por la ecuacién 3.5 se dan cuando [¢)" — ikt| = 0. Tomando en cuenta que, en
general, k es complejo, tendra una parte real y una parte imaginaria y entonces si
calculamos el médulo de |¢)" — ikt)| y lo igualamos a cero obtenemos:

[ — ik ? = [+ Tn(k)6 P + Re () + iRe(k) (40 — ). (49)
Ahora desarrollemos un poco el término k% — k*? para poder reescribirlo de otra
forma. Sabemos que k? — k** = (k + k*)(k — k*). Considerando que k + k* = 2Re(k)
y k — k* = 2¢Im(k) tenemos:
k? — k** = (2Re(k))(2iIm(k)) = 4iRe(k)Im(k). (4.10)
Sustituyendo 4.13 en 4.8:

w0’ = oo+ diRe()In(h) [ Jul)Pdy =0, (1.11)
Reacomodando 4.14 y multiplicando por iRe(k):
Re(k) (00— o) = AR ()Ia(k) [ [o(w) Py (4.12)

Ahora vamos a sustituir 4.15 en la ecuacién 4.9:

T

o = ik = |4 + IO + Re(k)0P + 1R (R)In(h) [ [wl)Pdy. (113
Finalmente, de la ecuacién 4.13 vemos que la condicién para tener un estado
ligado queda establecida por:

x

[0 + Im(k)Y|* + |Re (k) |* 4 4iRe?(k)Im(k) / v (y)|*dy = 0. (4.14)

—00
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Supongamos ahora que £ = a-+ib es un polo. Entonces, como se vié en la seccion
3.3, segun la ecuacién 2.35, podemos escribir la funcién de onda, para |r| — oo
como:

Y(x) ~ et (4.15)

Su derivada es:

V() ~ (ia — b)e" e " (4.16)

Sustituimos 4.15 y 4.16 en la ecuacién 4.14 y tomamos el limite cuando x — oo
para obtener:

lfm (2@26_%” + 4a*b / ]1/)($')|2dx'> =0. (4.17)
T—00 o

Vemos que para valores positivos de b, tras tomar el limite nos queda solamente
la expresion:

[e.@]
4a%h / (@) 2’ = 0. (4.18)
—0o0

Esta seccién se ha desarollado bajo la suposicon de que k = a + b corresponde
a un estado ligado, por lo tanto es normalizable, de manera que la integral en la
expresion 4.18 es distinta de cero y como b toma valores positivos, la ecuacién solo
se satisface si a = 0, concluyendo asi, que los polos correspondientes a estados ligados
se ubican en el semiplano superior y mas aun, se ubican exclusivamente sobre el eje
imaginario. Esta es la primera propiedad que queriamos probar.

Para valores negativos de b lo que tendremos son resonancias, que seran explica-
das en la siguiente seccion. Corresponden a polos ubicados en el semiplano inferior,
los cuales, segiin las propiedad de la matriz S dada por 2.29 se manifiestan como
ceros en el semiplano superior.

La segunda propiedad consiste en que los residuos de los polos de la matriz
S siempre toman valores positivos. Para mostrar dicho resultado partiremos de la
ecuacién de Schrodinger, dada en 4.1. Tomaremos su derivada respecto al momento
complejo k£ y posteriormente multiplicamos por v:

0%y 9

o
2 2,77 g
U+ 2k R — U =0, (4.19)

Ahora construiremos otra expresiéon tomando nuevamente la ecuacién 4.1 y mul-

tiplicandola por 01 /0k:

Wo*y o O oY
Vamos a restar las ecuaciones 4.19 y 4.20 para obtener:
3 2
(0 oY _HWoY + 2kp? = 0. (4.21)

0x20k Ok 0x?

Vamos a integrar por partes respecto a x y tras hacer algunas simplificaciones
obtendremos:
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o 9 |”

ok 0z’ |,

(4

+ 2k /x Y*(a)dz’ = 0. (4.22)
0

Como los problemas que estamos tratando presentan funciones de onda pares, sabe-
mos que ¢'(0) = 0, con lo cual 4.22 se convierte en:

— A +a_¢a_¢ 2k/xw2(a:’)da;’. (4.23)
0

02’0k |,

Oxok Ok Ox

Teniendo en mente que, para los estados ligados, la solucién asintética es de la
forma ¢ ~ e~%**/S(k) + €™ usaremos esta expresién para calcular las derivadas
que aparecen en la ecuacion 4.23. De este modo calculamos:

y 0% _ (i +ka)S(k) — ikS' (k) Zik%rkx — i+ (i + kx)S(k) — sz’(k)
Ox0k S(k)3 S(k) S (k)2

(4.24)

o —kaS(k) +ikS'(k) _yue Kz keS(k) — ikS'(K)
ok o S(k)? C TS T T swe

— kxe®™ . (4.25)

Ahora podemos sustituir 4.24 y 4.25 en 4.23 y llegamos a

e ke o S'(k)  dkx o
— e — 2k——= + —— =2 "da'. 4.2
STh)? ie ZkS(k)2 + 50 k/o (") dx (4.26)

Analicemos término a término la expresién 4.26. Como estamos cerca de un polo, los
términos que contienen a S(k) o alguna potencia de S(k) los podemos despreciar,
a excepcion del tercer término del lado izquierdo, ya que no conocemos el compor-
tamiento de S’(k). Ademds, como los estados ligados corresponden a polos en el
eje imaginario positivo, el segundo término tiende a cero en el caso que estamos
estudiando (r — 00). Tenemos entonces que la ecuacién 4.26 se reduce a:

1 2
SIE dk / W (x (4.27)

La ecuacion 4.27 nos permlte hallar los valores permitidos del residuo para un
estado ligado y esto se debe a que del lado derecho de la expresién tenemos la integral
de la densidad de probabilidad para una particula. Si se trata de un estado ligado
entonces la particula es localizable y esta integral tendra siempre un valor positivo.

Ahora, de manera un poco mas general, escribamos a la matriz S como el cociente
de dos funciones, es decir, S(k) = q(k)/p(k), donde los polos de S estan dados por
las raices de p(k). El lado izquierdo de la ecuacién 4.27 queda entonces como:

1dS _ p*pd —p'qa _pd —p4q

S2dk @ p? 2

Como estamos considerando que p(k) ~ 0 (estamos cerca de los polos), combi-
nando este hecho con las ecuaciones 4.27 y 4.28 podemos llegar a la expresion:

(4.28)

(kl‘ Z) 2zka:7
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q . 1
= Nl
p/ fO wZ(I/)dI'
Por otro lado, el teorema del residuo nos dice que podemos calcular el residuo
como Res(S(k), k) = q(k)/p'(k), con lo cudl obtenemos:

(4.29)

, 1
N

Joo v (a)da!

Cerca de un polo podemos hallar el término dominante mediante el desarrollo en
serie de Laurent, que esta determinado por:

Res(S(k), k.) (4.30)

g
S(k) ~i——— 4.31

() = i (431)

donde ¢? es el residuo dado por la expresién 4.30. Hemos probado entonces la
segunda propiedad: el residuo de los polos asociados a estados ligados siempre es

positivo.

4.2. Resonancias

Consideremos el siguiente potencial:
V(x) = O —2?) — Vo(a® — 2?). (4.32)

Este potencial no presenta estados ligados dado que solo soporta valores de
energia F/ > 0. Sin embargo, intuitivamente uno podria pensar que si b — a es
una cantidad demasiado grande, podemos tener una particula atrapada en la region
|z| < a durante algun tiempo finito, antes de escapar del potencial ya que bajo estas
suposiciones, el potencial en 4.32 es muy similar a los potenciales de rango finito
estudiados en el capitulo 3, por lo cual pueden aparecer estados ligados.

Si resolvemos este problema, encontraremos que para valores de k cercanos a
los valores de k; de los supuestos estados ligados, veremos que la particula estd
mayormente confinada en la regién |r| < a mientras que lejos de los valores de
ky, la particula se encuentra fuera del pozo. Esto indica la presencia de un estado
metaestable.

Ahora queremos encontrar una relacién entre los valores de momento para estos
estados metaestables y los polos de la matriz S asociada a este problema. Para tal
fin, vamos a considerar un potencial que consiste en dos barreras dadas por funciones
delta de Dirac. La razén de esto es que, como se vié en capitulo 3, la matriz S para
potenciales ultra-locales tiene una forma mucho maés simple que la de un potencial
de rango finito. Sea entonces nuestro potencial:

V(z) =ald(x+a)+d(x —a). (4.33)
En este caso, la solucién general es:
S(k)e ™ + e 5z < —a

P(x) = Agcos(kx) si x| <a (4.34)
e~ 4+ S(k)e** si x>a
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La derivada entonces es:

ik(=S(k)e™™* 4+ ) si oz < —a
V(x) =< —kAgsin(kz) si x| <a (4.35)
ik(—e~* + S(k)e*®) si 1 >a

Como tenemos funciones delta de Dirac en £ = +a necesitamos tomar las con-
diciones de frontera apropiadas. En particular, para x = a tenemos que:

O W

lim {— —
ate ox

] — wb(a), (436)

e—0 81‘ a—e

donde i = 2ma/h? debido a la redefinicién de constantes para simplificar la
escritura de la ecuacion de Schrodinger tal como se hizo en el capitulo 3.

Sustituyendo 4.35 en 4.36 con las condiciones apropiadas y tomando el limite
indicado, obtenemos:

ik(—e* + S(k)e™*) + kAg sin(ka) = p(e™* + S(k)e™*). (4.37)
Luego, debido a la continuidad de ¢ (x) también podemos establecer que:

e—ika + S(k)eika
cos(ka)

Ay cos(ka) = e”* 1 S(k)e** — A) = (4.38)

Sustituyendo 4.38 en 4.37 obtenemos:

efika + S(k’)@ika
cos(ka)

ik(—e ™ + S(k)e™ ) + ksin(ka) = ple ™ + S(k)e™ ™).  (4.39)
Reescribiendo el seno y el coseno en términos de la identidad de Fuler podemos
reescribir 4.39 como:

eika _ e—ika

he(— —ika S(k ika —ik —ika S(k ika : :
¢ ( € + ( )6 ) L (6 + ( )6 )ezka_{_eflka

= ple * 1 S(k)e™™). (4.40)

Desarrollamos los productos en 4.40 y del lado izquierdo agrupamos los que
contienen a la matriz S y del lado derecho los que no:

" " " eik:a o e—ikza 'k " " eika o e—ika
S(k etke ika _ jlotkaZ : — etk —ika e~ tka :
( ) <Z € pe tke ezka + elka) the + pe + ke elka + efzka
S(k)(ike*™ 4 ik — pe®™® — p — ike*™ @ + ik)  (ik + ke  + p + pe ™ 4 ik — ike” k)
eika + e—ik’a - eik‘a + e—ika

S(k)(2ik — p — pe*™ ™) = (2ik + p + pe= ).
Despues de simplificar términos llegamos a:

2ik + p(1 + e~2ka)
S(h) = 52— 2ika)
2ik — p(1 + e2ika)

Multiplicando y dividiendo por —i/2 obtenemos finalmente:
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k— it (1 4 e~2ike)
kot B (1 + e2he)

S(k) = (4.41)
donde nuevamente podemos notar que si tomamos el caso en el que a — 0, es
decir, el caso en el no hay separacién entre ambas barreras, recuperamos el caso
ultra local, dado por 3.11.
Si tomamos un polo en el eje imaginario, digamos, de la forma k = it y calculamos
el limite cuando t — oo tenemos:

it — 18 (1 + e?)
li = li : =— 4.42
Fvioo S(k) ey B (1 + e2) o0, (4.42)

lo cual indica que se tiene una singularidad esencial cuando k& — icc.
Para encontrar los polos vamos a igualar a cero el denominador de la matriz S
en 4.41. Nos quedaria:

2k + iy = —ipe?ke
’ 2ik
teka S— L

7

Considerando ahora que las barreras son muy altas, tenemos que tomar el limite
cuando p — 00, con lo cual obtendremos:
efhe — 1. (4.43)
Gracias a la identidad de Euler podemos identificar los valores de k,, a partir de
la expresion 4.43, los cuales son:

cos(2ka) = —1 = 2k,a = (2n + 1)7. (4.44)

Las resonancias se localizan en:

ky, = (n + %) U (4.45)

a

Estos valores de k,, corresponden a los mismos para un pozo infinito de anchura
2a y conducen a valores de energia F),, positivos. Esto parece ser una contradiccién
con la afirmacion que indica que valores de energia positivos corresponden a estados
de dispersion y no a estados ligados, pero es posible ya que las barreras delta son
muy altas, lo que permite que la particula permanezca encerrada por un tiempo
finito en la regién que delimitan dichas barreras.

También podemos extraer informacién sobre el comportamiento si observamos
con mas detalle la matriz S en 4.41 y tomamos el limite cuando p — oo:

_i_u(l + €f2ika) e2z‘2k%+1 '
lim S(k) = —2 = e e Z%ka 4.46
,ul—>nc}o ( ) %(1 + 62ika) e2tka +1 € ( )

El signo negativo de este resultado indica que si la particula incide en alguna
de las barreras ubicadas en x = Za, entonces se reflejara totalmente. Debido a
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esto podemos afirmar que si la particula incidente viene de una region por fuera de
(—a,a), entonces la probabilidad de encontrar a la particula entre las barreras es
cero.
El término e
barrera.
Tomemos ahora la resonancia mas baja, es decir, tomamos kqy partiendo de la
expresién 4.46 y buscamos un polo de la forma k = kg + o — iy, con lo cual:

Zika g solamente la fase con la cual la onda se va a reflejar en la

T
2a

Para calcular a y v tenemos que analizar nuevamente el denominador de la matriz
S, el cual reescribiremos de la siguiente forma:

k=—+a—iy (4.47)

I (% + (1 + e%’m)) = 0. (4.48)

Sustituyendo k de 4.47 y considerando que a y 7 son muy pequenos podemos
escribir 4.48 como:

T 192 97— 94ya + 2ia2a® + 2aa ~ 0. (4.49)
ap
Resolviendo para la parte real y la parte compleja nos lleva a que:
s 1 2 1
~— O\—)iv=r——+0(—]. 4.50
e T <a2u> T o (a2u> (450)

Analizando los signos de los parametros que definen a v notamos que se trata de
una cantidad positiva, por lo que, de acuerdo a 4.47 podemos afirmar que el polo se
encuentra en el semiplano inferior. Fisicamente, este polo describe a la particula que
esta encerrada entre las barreras delta pero que puede escapar al cabo de un tiempo
finito 7. Una vez transcurrido este tiempo, la probabilidad de hallar a la particula
entre las barreras serd muy baja.

Por otro lado, podemos calcular la energia asociada a una resonancia, cuyo polo
estd dado por 4.47 y ver que se obtiene:

B =Fy—1i— 4.51
R= T, 0Ty (4.51)
donde: 212 ) o
— 2
EOZM;Pzﬁ. (4.52)
2m m

El tiempo de decaimiento esta dado por:

T =

S (4.53)

que para el caso tratado en esta seccion, usando 4.50 y 4.52 se convierte en:

_Ama’p?
- hmd

(4.54)

T
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De esta ultima expresion podemos notar que cuando las barreras estdn muy
cercanas, es decir, cuando a es muy pequeno, la particula permanece muy tiempo
atrapada antes de escapar de las barreras delta, lo cual también se cumple para u
pequenas. Esto tiene sentido porque esos valores de p implicarian que la altura de
las barreras es pequena y por lo tanto la particula escapa mas facilmente.



20

CAPITULO 4. ESTADOS LIGADOS Y RESONANCIAS



Capitulo 5

Conclusiones

La matriz S es un elemento fundamental para el estudio de la teoria de la dis-
persion debido a que ofrece una manera efectiva de obtener informacion sobre las
interacciones fuertes sin la necesidad de conocer explicitamente el potencial que les
da lugar y ademas permite estudiar los efectos de las interacciones asintéticamente,
lo cual facilita conocer el comportamiento en puntos lejanos del rango efectivo del
potencial en cuestion. Lo poderoso del método radica en aprovechar las propiedades
que la matriz S cumple como operador, por ejemplo, la propiedad de unitariedad
nos garantiza que no se esta perdiendo informacion durante el proceso de dispersion,
lo cual da confiabilidad a las cantidades fisicas que podamos medir del sistema. La
simetria de esta matriz es ttil para simplificar muchos cédlculos pero también pro-
porciona informacion sobre las amplitudes de dispersiéon. Usando estas propiedades,
y mediante el analisis en el plano complejo de la matriz S, se vuelve mucho mas
facil la obtencion de informacién sobre un sistema en relacion a sus posibles estados
ligados, la fuerza o intensidad con la que las particulas se acoplan o bien los tiempos
que tarda un sistema en abandonar un estado metaestable. La matriz S también
sirve para contrastar la informacién obtenida para distintos tipos de potenciales
tomando aproximaciones o limites para hallar similitudes o generalidades entre los
distintos tipos de potencial que se estudiaron asi como sobre sus comportamientos
asintoticos. Un ejemplo de esto es tomar hacer tender el ancho de un potencial de
rango finito a cero para contrastar con el caso ultra-local. La matriz S también es
util para detectar cudles polos tienen significado fisico y por lo tanto son relevantes
de estudiar e interpretar.

Se espera que al combinar el estudio de la matriz S y la interpretacion de sus
propiedades con el método Bootstrap en potenciales especificos se pueda obtener in-
formacién relevante sin la necesidad de resolver el problema analiticamente, lo cual
puede resultar bastante 1til en fenémenos de interacciones fuertes cuyos experimen-
tos requieran condiciones complicadas, por ejemplo, tiempos de observacion muy
cortos o decaimientos rapidos. Particularmente se implementara este método con
dos potenciales en especifico: el potencial de Yukawa y el potencial de Cornell.

Emplear este método para los potenciales mencionados nos permitira sentar las
bases para analizar problemas que impliquen interacciones fuertes a nivel subatomi-
co.
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