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Resumen

En el presente trabajo se hace un andlisis de 3 tipos de billares duros con en el objetivo
de aprender las técnicas necesarias para el estudio de un billar suave triangular. Se inicia
con un andlisis analitico de las colisiones de una particula en mesas de billar circulares
y elipticas, encontrando una familia de trayectorias en el billar eliptico y la razén de la
existencia de estas. Se mostrard que la dindmica de una particula en una mesa de billar
depende de la geometria de su frontera. Ademas, se realiz6 un andlisis cualitativo a través
de un mapeo de Poincaré utilizando las coordenadas de Poincaré-Birkhoff, mostrando que
hay regularidad en las trayectorias del espacio fase para diferentes condiciones iniciales,
tanto en el billar eliptico y circular, exhibiendo que el movimiento no es cadtico. De igual
forma, se mostrard la equivalencia matematica del modelo de 3 particulas en un anillo
no interactuantes con el billar triangular duro para un futuro estudio de un billar suave
triangular, que permite la introduccién de caos modulable.
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Capitulo 1

Introduccion

Un billar es un modelo matemdtico donde una o varias particulas libres se mueven en
regién limitada por una frontera donde pueden colisionar con ella o entre ellas [1]. Un
billar de paredes duras tiene la cualidad de que la particula colisiona con la frontera de
manera especular y eldstica. Y dado que es una particula libre, su energia y momento se
conservan. Donde su trayectoria es determinada por la geometria de la frontera, lo que
permite tener distintos tipos de billares [/1]].

Entre las diferentes geometrias de billares se encuentran la circular, eliptica, el billar de
Sinai [2], la triangular, entre otros. El estudio de estos es importante por la equivalencia
matemadtica de algunos billares con sistemas fisicos. Por ejemplo, el billar de Sinai tiene
una equivalencia matemadtica a un gas confinado en un cdmara. También son usados para el
estudio del caos, ya que estd presente en las trayectorias de diferentes billares, en especial
en los billares suaves, que ademds permiten la modulacion de éste [3l].

Se ha encontrado que el modelo de 3 particulas moviéndose dentro de un anillo es ma-
temdaticamente equivalente al movimiento de una particula en una mesa de billar triangu-
lar [4]. Una razén para estudiar el billar triangular es justamente esta equivalencia mate-
matica, pues las dimensiones geométricas del billar estdn determinadas por las masas de
las tres particulas. El billar triangular de paredes duras, al igual que el billar circular y
eliptico, su comportamiento dindmico estd determinado por la geometria de la frontera,
entonces aqui realmente el comportamiento dindmico estd determinado por la masa de
las 3 particulas. Esto permite analizar casos limites al modificar sus masas, y obtener una
generalizacion de distintos billares triangulares.

Otro tipo de billar es el billar de paredes suaves, donde las colisiones con la frontera
no son de manera especular. Para suavizar las paredes en los billares, se introduce una
funcién hamiltoniana, de modo que ahora la informacion de la dindmica del billar no esta
unicamente en la geometria de la frontera, sino también en las ecuaciones de Hamilton [3]].
Ademds, se permite parametrizar la suavidad de las paredes. Lo interesante de los billa-
res suaves es que permiten estudiar el caos introduciéndolo con la parametrizacion de la
suavidad de las paredes [3].

Para el caso de un billar triangular, pero de paredes suaves, dado que el sistema se volvid
hamiltoniano al introducir la suavidad de las paredes, entender su dindmica implica resol-
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ver las ecuaciones candnicas de Hamilton. La solucién a estas se puede hacer de manera
numeérica, en este trabajo se hard en el lenguaje Julia. De igual forma se analizara su dina-
mica de manera numérica por medio las trayectorias, de mapeos de Poincaré y exponentes
de Lyapunov.

1.1. Caos y regularidad

El caos es un comportamiento aperiddico en un sistema determinista que exhibe una de-
pendencia sensible en las condiciones iniciales [6]. Cuando se habla de comportamiento
regular en sistemas dindmicos, se hace referencia a trayectorias periddicas o cuasiperio-
dicas [7]]. En el billar triangular, al igual que uno circular y eliptico, la particula tiene
una trayectoria cuasiperiddica. Sin embargo, cuando se suaviza la pared del billar triangu-
lar, se va perdiendo la regularidad de la trayectoria. En el espacio fase es donde también
se puede visualizar el comportamiento cadtico, este se muestra con la regularidad de las
trayectorias para diferentes condiciones iniciales, en sistemas cadticos se presenta una
separacion exponencial entre dos trayectorias vecinas, con la que se puede cuantificar el
caos en sistemas cldsicos. De entre las multiples técnicas, cualitativas o cuantitativas, para
estudiar sistemas cadticos existen dos que son los mapas de Poincaré y los exponentes de
Lyapunov. Los exponentes de Lyapunov miden la tasa media de separacion exponencial
entre dos trayectorias vecinas [8]. Los mapas de Poincaré son una herramienta cualitativa
para analizar una dindmica complicada, donde, de un espacio fase de mds de 2 dimensio-
nes se toma un plano, una seccién de superficie, y el conjunto de puntos que hay en el
plano que representan el paso de la 6rbita a través de ella se le conoce como seccion de
Poincaré [9], el mapa de Poincaré es la regla de correspondencia que dicta la posicion de
los puntos la seccion de superficie [6]. El interés de estudiar el caso es por su presencia
en multiples sistemas y fendmenos naturales, como en crecimiento de poblaciones, en el
movimiento del aire, en oscilaciones autoasistidas como las que hay en el corazén [6].

8 PROYECTO TERMINAL I



Capitulo 2

Billares duros

Una reflexion especular es aquella donde el angulo de incidencia «; y el dngulo de refle-
Xién o f-
a; = ay. (2.0.1)

Los dngulos de incidencia y reflexién son tomados respecto a la linea tangente al punto
de colision de la particula con una curva y las trayectorias con la que se acerca y se aleja
de la misma, como se muestra en la figura [2.I Suponiendo que la colision es eldstica,
la particula cambia su velocidad sin cambiar su energia cinética. En esta linea tangente al
punto de colisién, sea un vector normal N, perpendicular a la curva, y sea T un vector
tangente al punto de colisién y perpendicular a N.La particula, antes de colisionar, tiene
una velocidad de incidencia v;,.; = v;, que es

¥ = —v;n N + v (2.0.2)

mientras que la velocidad de reflexion ¥, f., = ¥y, la velocidad después de colisionar
con la curva, es

Tr = vpn N +vprT. (2.0.3)

Por la direccion de los vectores, al restarlos se tiene que
Ty — 0, = YN, (2.0.4)
T — 0 = (vsn +vin)N + (vpr — vir)T = AN, (2.0.5)
(2.0.6)

Por lo tanto,

Vfr = ViT, (2.0.7)
UfN+UiN =7. (208)

Dado que las colisiones son eldsticas, la energia cinética se conserva, esto es, la energia
antes, F;, y después de la colision, 'y, es la misma

1 1
E; = 5(%‘21\/ + U?T) = 5(2}]2”N + U]%T) = Ly, (2.0.9)
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Ureflex

Figura 2.1: Reflexién especular

por se tiene que
UiN = :l:UfN. (2010)

Entonces, para que la ecuacién [2.0.8|no sea cero, se debe cumplir que v;y = vy, y asi se
tiene que

A

v =—2u;xy = —20; - N, (2.0.11)

y la velocidad después de la colision seria

Tp = 0, — 2(7; - N)N. (2.0.12)

El movimiento de la particula libre se puede modelar con las ecuaciones de Hamilton [[10]].
Dado que no hay una fuerza actuando sobre la particula, la funcién hamiltoniana, tomando
una masa unitaria, es

2 2
px py
H=—+- 2.0.13
5 + 5 ( )
donde las ecuaciones candnicas son
Gz = Pz Gy = Dy (2.0.14)
Pe =0 py = 0. (2.0.15)

Resolviendo estas ecuaciones, dadas unas condiciones iniciales (CI), se obtiene la trayec-
toria de la particula.

Definicion 2.1: Un billar de paredes duras, o billar duro, corresponde al movimiento de
una particula puntual libre en una regién D C R?, que se le llama la mesa de billar, con
reflexiones especulares y eldsticas en la frontera 9D = T'y UT' U ... U T, donde cada I';,
se le conoce como pared, que puede ser suave o con picos[1].

Una vez colocada la particula en D con unas condiciones iniciales dadas, se movera e
impactard con 0D con una velocidad incidente vj;, rebotara especularmente, y su velocidad
cambiard a Uy instantdneamente, y seguird a su camino hasta volver a colisionar con 9D y

10 PROYECTO TERMINAL I



CAPITULO 2. BILLARES DUROS 2.1. BILLAR CIRCULAR

volver a cambiar su velocidad. El camino de la particula seguird indefinidamente debido
a que la energia se conserva.

Se pueden resolver las ecuaciones candnicas para un billar y graficar su movimiento, una
opcién es mediante un programa en Julia. El modelo debe contemplar la solucién de las
ecuaciones [2.0.14] y [2.0.15] para unas CI dadas. Dado la ausencia de interaccién externa,
la particula debe de moverse en linea recta, por lo que la solucién a las ecuaciones de
movimiento deben de ser para un movimiento rectilineo uniforme. En Julia se plantean
las ecuaciones candnicas como un problema de ecuaciones diferenciales, dando un valor
de posicion y velocidad por cada paso especificado, hasta que choque con 9D, este choque
serd detectado por una funcién que evalia cada punto de la trayectoria de la particula, y
una vez que el punto de posicion se encuentre en 0D, el programa detendra el movimiento.
Con el choque en la frontera, el programa cambiard la velocidad de la particula de acuerdo
con [2.0.12] asf la posicién de choque y la velocidad de reflexion se convertirdn en un las
nuevas CI, que el programa usard para resolver de nuevo las ecuaciones candnicas y dar
posicion y velocidad de la particula en cada paso. Este proceso se repetird hasta que la
particula haya colisionado el nimero de veces que se le haya indicado al programa. Lo
que se graficard serd cada punto de posicion que proporcione el programa, asi se tendra la
trayectoria de la particula dentro de la frontera. El cédigo del programa se muestra en el
apéndice de este documento.

2.1. Billar circular

Un billar circular, como su nombre lo indica, la frontera es una circunferencia y se con-
templa paredes duras.

Sea un circulo unitario D tal que 22 + y? < 1, con una frontera 9D = {(z,y)|2? + 3> =
1} siendo esta la circunferencia unitaria. Se coloca una particula en D, en la posicién
inicial (zo, yo), con una velocidad inicial (v, vy0). Esta comienza a moverse, y dada la
nula interaccién externa, lo hara en linea recta hasta colisionar con la frontera de manera
especular.

Para obtener la velocidad de la particula después de la colisién es necesario obtener el
vector unitario, NV, perpendicular a 9D, dado que la mesa de billar es un circulo, se tiene
que

A

N =z + vy, (2.1.1)
en la figura [2.2] se muestran ejemplos del billar circular.

En la figura 2.2] se puede observar que en algunos billares forma un circulo interior con-
céntrico a D, esta es una cdustica, que es curva formada rayos reflejados [[11]. La c4ustica
formada por la trayectoria de la particula a D depende enteramente del dngulo de inciden-
cia sobre 9D, por lo que la forma de esta esta determinada por las condiciones iniciales.

Para comprender mejor esto, tdmese una trayectoria incidente 1; en 9D y una reflejada L,
hay una linea 1 que tiene por extremo el punto de colisién y pasa por el centro de D, dado
que la colisién es especular, el dngulo entre la linea 1y 1; y el formado entre 1 y 1, es el

11 PROYECTO TERMINAL I



2.2. BILLAR ELIPTICO CAPITULO 2. BILLARES DUROS

(a) CIL: (x?y,pwapy) = (b) CL (xa:%pm,py) =
(0.7071068, 0.7071068, —2.0,0.0)  (0.0,0.9, —3.2,2.5)

(@) CL (x?y,pwapy) =( CL (xa:%p:v,py) =
(0.7,0.3,2.6,1.8) (—0.837212,—-0.2132, 3.812326, 4.234)

Figura 2.2: Billares circulares, muestreo sobre diferentes CI

mismo, son dngulos congruentes, por lo que 1; y 1, son tangentes al mismo circulo [12]].
Por ello es que se forman curvas dentro de las fronteras.

2.2. Billar eliptico

Otro tipo de billar duro es el eliptico, cuya frontera es 0D = {(x, y)|2—§ + g—j = 1}, y los
puntos dentro de la frontera son tales que D = {(z,y) z—; + %j <1}

Para poder obtener la velocidad después de la colision, es necesario encontrar un vector
unitario N perpendicular a 9D. En este caso, la frontera estd dada por

22 P
2 + i 1. (2.2.1)

Un vector unitario a la frontera puede estar definido por el gradiente, sea f = f(x,y), tal

12 PROYECTO TERMINAL I



CAPITULO 2. BILLARES DUROS

2.2. BILLAR ELIPTICO

(a) CIL

(%, Y, Dz, Py)
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= (b)

(c) CI: (z,y, pz, py) = (0.5,0.4,3.2,3.5) (d)

CI:

CI:
(—1.732050808,0.0, —3.2, 3.5)

(@, Y, Dzs Py) =

Figura 2.3: Billares elipticos, muestreo sobre diferentes CI

que
22 2
fmw:?+%: 2.22)
de modo que
oYt
VI
o 2 A 2

Empleando este vector unitario, se puede modelar el billar eliptico. La metodologia es
la misma que la del billar circular, que consta de resolver las ecuaciones de Hamilton a
partir de unas CI, hacer que el programa calcule la posicion y velocidades a cada paso,
hasta que el programa detecte que la particula choc6 con 9D, por medio de una funcién, y
cambie la velocidad baséndose en[2.0.12] de modo que ésta después del choque, junto con
su posicion de impacto, se convierten en las nuevas CI, y el proceso se repite hasta que
el programa realice el nimero de colisiones solicitadas por el usuario. En la figura[2.3|se
muestran ejemplos de este tipo de billares calculados con el programa que se ofrece en el
apéndice. Para el billar eliptico también hay cdusticas, en este caso las curvas son elipses

e hipérbolas confocales a la frontera del billar [13]].

13
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Capitulo 3

Billar triangular

Otra geometria particular de los billares es la geometria triangular, donde una particula en
movimiento estd confinada en una frontera compuesta de 3 lineas rectas, conectadas por
3 vértices.

El movimiento de una particula en un billar triangular de paredes duras es equivalente
al movimiento de 3 particulas, moviéndose sin friccion, en un anillo, donde colisionan
de manera elastica [4]. De modo que para estudiar la dindmica de una particula en un
billar triangular, es necesario encontrar las ecuaciones que relacionan ambos sistemas,
demostrar la equivalencia.

Se tienen 3 particulas, donde sus masas y velocidades son my y vy (k = 1,2, 3). Dado
que no hay interaccion externa, y que las colisiones son eldasticas, la energia del sistema
consta de pura energia cinética, que se conserva, dada por

1
T = iz:mkvi, (3.0.1)
k

y el momento total,
k

que también se conserva.

Dado que el momento es constante, se toma como P = (. Con base en esto, la energia
cinética se puede modificar tal que

71 > myvy ~ (3.0.3)
= — m — U,
2 2% T o

donde M = ", m; que es la masa total. Asi

1 1
T = i(mlvf + Mavs 4 mav3) — m(mlvl + Mmayvy + mavs)? =

_ L
oM

+m1m31}§ + mgmgv§ — mfvf — m%v% — m§v§ — 2mymaouy Uy — 2mymavy U3 — 2MaMmszvav3)

2,2 2 2 2,2 2 2 2,2
miv] + Mimeov] + Mimagvy + Mayvs + MMty + MoM3zvy + M3vU3

15



CAPITULO 3. BILLAR TRIANGULAR

2 2 2 2 2 2
= —(mlmgvl + mimav] + Mimev; + MoMmsvy + MMmsvs + MaMgvs

2M
—2m1m2v11}2 — 2m1m31112)3 — 2m2m31}21)3),
1 m1Mma1ng 2 m1Mm9o1ng 2 mi1meo1ns 2
T = - Sy — TR gy — . (3.04
2M —_ (Ul ’02) + — (Ul Ug) + ma (Ug Ug) ( )

Se define II = m;msoms y donde las diferencias de velocidades se escriben con 7y, tal
que &3 = v; — vy, de modo que la ecuacion [3.0.4] ahora es

.2
IT Ty

T=— .
2Mkmk

(3.0.5)

De igual forma se puede definir un nuevo vector, cuyas componentes pueden obtener de
la energia cinética. Tomando el valor del momento total definido por que es cero,
se tiene que

2(mgy + ms) 1 ) s -
- = 2 T —~ 3.0.6
2(mg + ms) 2(mg + ma) [2(ma +m) T + mivy — mivil, ( )

y usando [3.0.2)en la energia cinética se llega a que

1
T = W[(mQ + m3) (myv} + mavy + mav3) — (Mmavz + mavy)? + mivi],
3 2
1 2 2 2 2 2 2 2 2
T= W[mgmlvl + mgmyvy + mivy + mamev; + mamsvs + mivs+
3 2
—M3Vs — M3Vs — 2MaM3Uavs + Miv] =
1
W[mgmlvf + mzmy v} + mamavs + mamav; + miv: — 2memavavs] =
3 2
1
W[mgmg(zﬂ —v3)2 + (my + mg + m3)mv?],
3 2
1 maoms 2 my 2 1 2 2
T=-M|————(v3— —j| ==M . 3.0.7
2 (m2 + mg)M(UQ U3) + Mo + M3 i 2 (U1 * Ug) ( )
Con la ecuacién se puede definir un vector
W = w18) + uzés. (3.0.8)

Este vector se puede interpretar como el vector de velocidad de una particula de masa M.
Obsérvese la ecuacion [3.0.6] lo que se hizo fue suma y restar el cuadrado del momento de
la particula 1, pero bien pudo usar el de la particula 2 o 3. Si este fuera el caso, se tendrian
2 representaciones mas del mismo W. Los vectores unitarios é; y €2 se encuentran en el

plano donde se mueven las particulas, pero estos tiene un origen comun que es la particula
1.

Si bien en algunos articulos [4] se menciona la equivalencia de una particula en un billar
triangular con el movimiento de 3 varillas en un anillo en vez de 3 particulas, se toma el

16 PROYECTO TERMINAL I



CAPITULO 3. BILLAR TRIANGULAR

movimiento de sus centros de masa, por lo que con las 3 particulas con masa da el mismo
resultado. Las componentes de [3.0.§] son
maing m

_— =, /— . 3.0.9
(mg + mg) M Y = me + Mg v ( )

Uy = (UQ — ?}3)
Entonces, tomando cuenta las ecuaciones y [3.0.8 el movimiento de 3 varillas, o
particulas, se redujo al movimiento de una sola. Siguiendo los mismos pasos se puede
definir otro vector de velocidad con componentes

_ mims _ Mo
_ _ — B 3.0.10
iy = (1 = vs) (my +ms)M y 2 =02 my +ms’ ( )
o también
~ mimme - ms
_ _ — . S 3.0.11
iy = (v1 = v2) (mq + mo) M y Y2 =03 my +msy’ ( )

que cumplen también con El vector W es el vector velocidad de una particula,
y cada una de las representaciones de 1/ da el mismo vector, pero desde un punto de
referencia diferente.

Dado que hay mas representaciones de W/, existe una transformacion que lleva a W de
una representacion a otra [14]. Se tiene que

_ (mwl — m103> mims (—m3U3 — Moy — mlvg) mims
u —_— fry y
! my (mq 4+ m3)M my (mq 4+ m3) M
_ ms
up = — |(mg + mq)vg + mav . 3.0.12
. [(ms 1)vs 202] \/(m1 + m3z)Mmy ( )

Sustituyendo la expresion para v, en términos de - en[3.0.12]se llega a que

\/(ml +mg)Mm;y

Uy = — mg(ml + m3)ﬂ2 — (m1 + m3)1)3,

M
S L e L S— (3.0.13)
mi + ms mg(ml + mg)

La expresion [3.0.13] junto con la de v,, se sustituye en u;, de modo que ahora

M - Mmy _ MoMs3
Uy = U ‘I’ Ui ,
ma(my + ms3) mg(my +ms) M (msg 4+ m3)

w = \/( e i+ \/( Mimg To. (3.0.14)

mg + my)(mg + my ms + mq)(ms + my)

El objetivo es tener una expresion u; = uy ul, uz) Y Uz = Uz ul, u2 para esto,

mwl —m2U2 ms3vs
mo —|— m3 ma —|— m3

PROYECTO TERMINAL I




CAPITULO 3. BILLAR TRIANGULAR

le—i‘mg le—l—mg ml m2_|_m3)’

Uy = \/ ( msM iy — \/ ( Ml iy, (3.0.15)

ms + mq)(ms + ms) mg + ma)(mg + my)

Con esto se puede encontrar una matriz de rotacién para W, y cambiar la representacion
de este. Este vector es
W = u1é1 + ’UQéQ,

o también es

-

W - ﬂlél —|— ﬂgég.

Se tienen dos bases que generan el mismo vector, {¢;} y {¢;}, donde los elementos de una
base, por medio de una combinacién lineal, son capaces de generar cada elemento de la
otra base, donde
él = Z aijéj,
J

entonces

Por lo tanto,

8uj
ou;
Con base en la expresion [3.0.16]se puede obtener la matriz de rotacion de[3.0.14]y[3.0.15]
a continuacion se muestran los calculos de todos los elementos.

(3.0.16)

CLij =

Ouy MMy
= = 3.0.17
@ 8111 \/(mg + m3>(m1 + mg) ’ ( )
8u1 Mm;:,
e , 3.0.18
21 Oty \/(mz + mg)(my + ms) ( )
5)u2 Mm3
_ 2 , 3.0.19
a2 8@1 \/(m2 + 7TL3)(m1 + mg) ( )

8UQ mainy
Aoy = —— = — s
22 8u2 (m2 + mg)(m1 + mg)

(3.0.20)

entonces, si

cos by = \/( Mol y sinfz = \/ Mmg (3.0.21)

meo + mg)(my + mg3) (ma +mg3)(my + m3)’

€1\ _ (cosfz sinf; &1
(éz) B (sin 5 —cos ¢93> <62> ' (3.0.22)

18 PROYECTO TERMINAL I
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CAPITULO 3. BILLAR TRIANGULAR

Este proceso se puede hacer para cada una de las otras 2 representaciones del vector W.
Si se hace esto, las funciones trigonométricas son

M
cos Oy — \/ ( s  singy, = \/ ( b (3.0.23)

my + my)(ma + mg)

cosfy — \/ ( 12 . sinf, = \/ ( mi M . (3.0.24)

my + ma)(my + ms)

Las tangentes de cada dngulo son

mlM mgM m3M

tan fy = tan 63 = (3.0.25)

moing mims

tan 81 =

Los dngulos aqui obtenidos son los dngulos internos de una figura, determinados entera-
mente por la razon entre masas de las 3 particulas. Con estas expresiones de las tangentes,
se puede obtener una expresion que contempla las masas, esta es

MoM3M1M3M 1Mo 1 /mimams
mymems M M M M M

cot 0 cot 69 cot 05 = \/

IT
M cot 8, cot 5 cot O3 = A (3.0.26)

A la expresion se le puede modificar el lado izquierdo de la igualdad, de forma que

mims m2
\/> msy/ oM 1/ 2]\/[ 1/ (3.0.27)

entonces la CXpI‘CSlOIl se convierte en

M cot 0y cot 05 cot 83 = my, cot 6y, k=1,2,3. (3.0.28)

Con esta expresion se pueden tener las expresiones

ma

cot By cot 3 = R (3.0.29)
m

cot 0 cot Oy = MQ (3.0.30)
m

cot 0 cot Oy = M‘”’ (3.0.31)

que al sumarlas da

cot 6y cot O3 + cot 67 cot O3 + cot B, cot Oy = 1,

cos cos f
cot 01 (cot 03 + cot 03) + cot O3 cot 6 = cot 0y | — 3 2
sinf; = sinf,

) + cot By cot O3 =1,

1:c0t91<

sin 6, cos 03 + sin 05 cos 02> cos 65 cos 05

sin 82 sin 03 sin 02 sin 03 ’
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CAPITULO 3. BILLAR TRIANGULAR

Figura 3.1: 3 particulas no interactuantes moviéndose en un anillo

sin Oy sin 3 = cot 0y (sin (05 + 03)) + cos 05 cos b3,
0 = cot 0y (sin (02 + 03)) + cos (62 + 63),
cos By sin (02 + 03) + sin 6 cos (6 + 65)

Y

sin 91
sin (91 + 92 + 93)
0= -
sin 6,

I

por lo tanto
sin ((91 —+ 92 + 03) = O,

lo que implica que
(91 + 92 + 63 =T, (3032)

lo que significa que la figura formada es un tridngulo. Por lo tanto, tres masas no interac-
tuantes moviéndose en el contorno de un anillo circular son equivalentes al movimiento
de una sola particula en un tridngulo, como se ve en la figura [3.1] Este tridngulo tiene
lados de longitud /;; donde é, es paralelo a I1, e, es paralelo a I, y asi sucesivamente; y
tiene alturas hy, donde é; es paralelo a hy, €, es paralelo a ho y asi sucesivamente[4]].

Cada una de las representaciones del vector de velocidad W son el mismo vector de
velocidad de una particula en un billar triangular, pero cada representacion de este es
desde un lado del tridngulo diferente, entonces la transformacién de una base a otra es
una rotacion.

La posiciéon de una particula en el tridngulo estd definida por 3 variables, di, ds y d3,
que son las distancias mds cortas a los lados [, [ y I3 respectivamente. El area total del
tridngulo es

1 1 1
A - §l1h1 - §l2h2 - ilghg, (3033)

pero esta también puede ser escrita en términos de las coordenadas de la particula en el
billar, tal que

1
A= ij 5 il (3.0.34)

entonces
delk = llhl == lghg = lghg. (3035)
k
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CAPITULO 3. BILLAR TRIANGULAR

hy hs T

hy Ldy

(a) (b)

Figura 3.2: Tridngulo sobre el que se mueve la particula con velocidad W

La expresion [3.0.35]se puede comprobar analizando la geometria del billar triangular. La
figura [3.2] muestra el billar triangular con sus medidas, en la figura se puede ver que el
area total del tridngulo es igual a la suma de las areas de los 3 tridngulos formados a partir
de las coordenadas que describen la posicion de una particula en este billar.

Teniendo las tres particulas en un anillo circular de longitud de arco L constante, la lon-
gitud de arco que hay entre 2 particulas es tal que

Sz =L (3.0.36)
k

En el billar triangular se cumple que

entonces, tomando que d; = uy, se tiene que
d maoins
1 =214 7 a0
(m2 + mg)M

mMoMMs3 mammsg
diL =1L —_— = L,|————.
' N g +maM ( ( )

moims
=L | — 3.0.38
(mg + mg)M ( )

haciendo lo mismo, tomando que dy = U y que ds = Ty, se llega a que

L, / hms . (3.0.39)
m1 + m3

L, / s (3.0.40)
(mq +mg) M
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CAPITULO 3. BILLAR TRIANGULAR

Por dltimo, los lados de del tridngulo son

L=L T (3.041)
ma(my +m

1y = 1] e ) (3.0.42)
mg(ms +m

Iy = 1) ™ i 1), (3.0.43)

Cabe aclarar que con esto se demuestra que el movimiento de tres particulas, o varillas,
en un anillo, son equivalentes a un billar triangular, donde W es el vector de velocidad de
esta particula en el billar triangular y la colisién de masas en el anillo son equivalentes a
la colisién de la particula con uno de los lados I, donde los dngulos 61, 65 y 03[4].
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Capitulo 4
Analisis dinamico

A la hora de trazar la trayectoria de una particula dentro de un billar de cualquiera de las
geometrias propuestas en este trabajo, se puede notar que hay familias de trayectorias, y
que estas dependen tanto de la forma de la frontera como de las condiciones iniciales.
Por ejemplo, en el billar eliptico se destacan 3 trayectorias, que no aparecen en el billar
circular, pues estas dependen de la forma de la frontera. De esto surge la idea de que la di-
namica del sistema depende de la geometria del billar. A continuacién se hace un andlisis
geométrico de los billares para poder comprender el por qué la forma de las trayectorias.
Ademais de realizarse secciones de Poincaré que permiten una mejor visualizacién de las
trayectorias en el espacio fase para los diferentes billares. En los billares duros se esperan
trayectorias regulares, trayectorias no caéticas.

4.1. Tipos de orbitas

En el billar circular, las trayectorias de una particula forman cdusticas, y la forma de estas
depende del dngulo de incidencia al momento de colisionar con la frontera. En el billar
eliptico se nota mds el cambio de trayectorias, pues de acuerdo con la figura [2.3] hay 3
tipos de trayectorias, y todas ellas dependen de la geometria del billar, pues esta determina
la forma en la que colisionara la particula con la frontera, lo que dard lugar a las figuras.

Para una elipse, decimos que los focos son F}; = (¢,0) y F, = (—c¢,0), como se muestra en
la figura[d.1] entonces existen 2 tipos de trayectorias definidas por las CI. Si la trayectoria
de una particula cruza el segmento de recta, Fi F5, que une a los focos F} y F5, entonces,
después de una reflexion en un punto P € 9D, la trayectoria de la particula sera tal
que volver4 a cruzar el segmento I Fb, formando la trayectoria mostrada en la figura
(a), (c) y (d). A este tipo de trayectorias que siempre cruzan I F5 se les conoce como
trayectorias internas [1]], y forman una hipérbola cuyos focos son F} y F5. Las trayectorias
que estdn mads all4 del segmento F F5 se les conoce como trayectorias externas [[1], y estas
forman una elipse concéntrica con la elipse formada por la frontera de la mesa de billar.

La diferencia entre una trayectoria interna y una externa es si la particula cruza F F5 o no,
hay un limite en las condiciones entre ambos tipos de trayectorias, donde unas condiciones
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4.1. TIPOS DE ORBITAS CAPITULO 4. ANALISIS DINAMICO

Figura 4.1: Elipse con focos F y F3, cuyo segmento que los une es F Fy

llevan a una trayectoria externa y otras a la interna. El limite entre tener una trayectoria
interna y una externa estd en los focos. Sin embargo, toda trayectoria que pase por uno
de los focos, cruzard el otro foco después de cada colision, es decir, si la trayectoria pasa
por F}, después colisionar la particula con 9D, cruzara por Fy, luego volverd a colisionar,
cruzard [, asi siempre.

Para demostrar esto, se supondrd una trayectoria que cruce por F; = (¢, 0), luego colisiona
en un punto P = (z1,y;) € ID, la linea tangente a P en 0D forma un dngulo « con la
trayectoria, es decir, la particula tiene una trayectoria tal que « es el dngulo con el que
incide en P respecto a la linea tangente, y como las colisiones son especulares, el dngulo
de la trayectoria después de la colision que forma respecto a la linea tangente es también
«. Entonces, la trayectoria de la particula pasara por F}, que se encuentra en el eje mayor,
colisionard, rebotard la particula y seguird en linea recta, pasando por el eje mayor de
nuevo, para luego colisionar con la frontera y volver a cambiar su trayectoria. Lo que se
debe de calcular es el punto, F;, = (x3,0) donde la trayectoria reflejada cruza después de
la primera colision, en el eje mayor.

Se tiene dos lineas rectas que se interceptan, el dngulo que forman es tal que

tana = -2 T2 4.1.1)
1+ mime

donde m; es la pendiente de una recta y m, es la pendiente de la otra recta con la que se
intercepta la primera [15]. En el caso de la elipse, la pendiente de la recta tangente a P en

0D es m,, donde
d 2 2 d

dz \a2 " 2 a2 Tprdr
d v
my=2| =2 4.1.2)
dzl@a)  wa

Esta es la pendiente de la recta tangente al punto P, mientras que la tangente de la trayec-
toria que pasa por Fj es

U
c—x1

(4.1.3)

mF1 =
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y la pendiente de la trayectoria reflejada es

Y1
mpg, = : 4.14
B T3+ 1 ( )
Ahora, por[d. 1.2\ 4. 1.3|y[d.1.4] se tiene que
_Lb2 U1 —x1b%c + 220 + yPa?
— 2 _ 2(e —
tana = My TR _ ¢ 3 1 3 y1a*(c le) 2
L+ mymp 1+ #Cl_bxl) y1a“c — y1x1a° + Y1010

yra’(z — )

a’b?* — x b%c b*(a® — x1c)
tana = =
y1a’c — ryy ?J1C(a2 - CII)
b2
tana = —. (4.1.5)
Yyic

Mientras que para el dngulo entre la trayectoria reflejada y la tangente, se tiene que

by yia® + xyx3h? + 13b>
. my — Mg, o y1a2 XT3 + €r1 y1a2(x3 -+ xl)
tana = = 3 = — > 5 5
1 +mymp, 1 Y1210 y1x3a° + y1r1a° — Yrx1b
1162 (23 + 1) a*(xs + 1)
a4 ayash?
12302 + Ay
b2 (a® + z3x
ban o = — 2 31) (4.1.6)

y1(z3a® + 2xq)

Igualando4.1.5|con |4.1.6| se puede obtener el valor de z3, y asi obtener el punto donde la
trayectoria reflejada intercepta al eje mayor.

b2 . bQ(CLQ + 133371)
yic yi(a2zg + Pay)’
a2x3 + 023:1 = —ca® — CI3T1,
2
—cla® + cx
T5 = % = —c, 4.1.7)
a*cry

de modo que la trayectoria que cruzar un foco, al colisionar, se dirigird hacia el otro
foco [11]].

Este caso es la separacion entre tener una trayectoria interna o una externa. Obsérvese
la figura se tiene una frontera eliptica 9D cuyos focos son F; y Fj, el segmento
que une ambos focos es F} Fy. Una particula parte del punto Ay y colisiona con 0D y
rebota hasta llegar a A,. Esta particula tiene una trayectoria lineal sin cruzar por F .
Ahora supdngase que la particula parte de F; a Ay, y como se mostrd antes, la particula
colisionard con la frontera y pasard por F5. Dado que las colisiones son especulares, al
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Figura 4.2: Trayectorias internas para un billar eliptico. Figura tomada de [11]

angulo formado por ApgA; y A; A, forman un dngulo « con una recta tangente a A,
mientras que Fy Ay y Ay F; forma un dngulo 5 con la misma tangente, entonces

LAGAF) = LFy A As. (4.1.8)

Ahora, se toma la linea AyA; como un espejo, lo mismo para A; A,, para reflejar los
focos, entonces ahora se tienen los puntos F| y Fj, y como son reflejos de Fy y de Fy,
entonces F{A; = F1A1y FiA; = FyA;.

Ahora supdngase que se tiene una segunda frontera eliptica con focos Fi y F3, pero di-
ferente a la que pasa por A;, donde el segmento de recta AyA; es tangente a esta. Los
puntos By C son tales que B = F1F] N AgA, y C = F1F5 N A; A;. De nuevo, tomando
en cuenta que toda trayectoria que pase por un foco cruzaré el otro y que Ay A; es tangente
a By ala frontera eliptica, se tiene que por una colision especular

LAgBF, = LA BFs. (4.1.9)

De manera andloga, dado que A; A, es tangente a C, el angulo

Ciertamente, por medio de las colisiones especulares se pueden deducir las igualdades[4.1.9]
y[.1.10] pero para demostrar que forman parte de una trayectoria interna debe demostrar-
se que tanto C' como B pertenecen a la misma frontera. Para esto, se debe comprobar que
la suma de las distancias de los focos a B es igual a la suma de distancias de los focos a
C', demostrar que tienen una elipse en comun.

De esta misma trayectoria se pueden ver 2 tridngulos, uno que es el tridngulo FjA; F,
y el otro es Fy A F. Del tridngulo F|A; F, el dangulo £F] A F, es igual a la suma de
LF[A1 Ay, LAGALF y LF1ALF,, pero como F{A; = F1A; y uno es el reflejo del otro,
LF]{A1 Ay = LAgA, F, entonces

ZF{AlFQ == 24AOA1F1 + ZFlAlFQ. (4111)

Mientras que para el tridngulo F; A, F5, el dngulo £F} A, F} es la suma de los dngulos
LIFWAF,, LFyA Ay y LFSA 1 Ag, y dado que Ay Fy = Fy Ay porque F es un reflejo de
FQ, LFQAlAQ = 4F2/A1A2 Entonces

lFlAlFQI = 24F2A1A2 -+ 4F1A1F2, (4112)
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y pori4.1.8
ZFlAlFQ/ = 24F2A1A2 + lFlAlFQ = 24A0A1F1 + éFlAlFQ = ZF{AlFQ,

entonces los dos tridngulos son congruentes. Esto implica que F} F; = F|F5. Ahora, lo
que se quiere es demostrar que B y C pertenecen a la misma frontera, si esto es correcto

FlB + BF2 == FlC —|— CFQ,

FIB+BE,=FF,=FC+CF = F,

para que C'y B se encuentren en la misma elipse debe cumplir que F|F, = F\F}, y de
hecho, se demostré que es correcto, por lo que B y C' si estan en la misma elipse. Esto
quiere decir que los segmentos AygA; y A; A, jamdas tocardn el segmento que une a los
focos, sino que todos los puntos de las trayectorias pertenecerdn a elipses concéntricas a
OD. Entonces, toda trayectoria que no pase por el segmento £ F5 no lo hard nunca, y que
la cdustica que se formard es una elipse confocal a la frontera del billar. Este anélisis fue
tomado de [[11].

4.2. Mapeo de Poincaré

Cuando analizar las trayectorias de un cuerpo se vuelve complicado, es necesario una
manera diferente de visualizar la dindmica. Una forma de hacer esto es con el espacio
fase, un espacio cuyas coordenadas son la posicién y el momento [10]. En los billares,
el movimiento de la particula es bidimensional, por lo que hay dos coordenadas para la
posicion y dos para el momento en el espacio fase.

Por ejemplo, supdngase que se tiene un cuerpo de masa m que se mueven en un plano, por
lo que tendrd 2 coordenadas para la posicién y 2 componentes para el momento. Por lo
que las trayectorias en el espacio fase serdn de 4 dimensiones. Supdngase que la energia
de este cuerpo se conserva, de modo que

1 2 2

donde V' (z,y) es la energia potencial del sistema. Podemos escribir un momento en tér-
minos de x, y y p., tal que

py = /2m(E = V(z,y)) — p2.

Con esto se reduce un grado de libertad, y las trayectorias en el espacio fase son de 3
dimensiones. Del espacio fase podemos tomar una seccién, una seccion de superficie. En
vez de revisar la trayectoria del espacio fase, simplemente se toman los puntos donde ésta
atraviesa la seccion de superficie. Y bien puede tomarse la seccion de superficie en y = 0,
de tal modo que

py = \/2m(E — V(z,0)) - p2.

El conjunto de puntos en la seccion de superficie debido a la interseccion de una trayec-
toria con esta se le conoce como seccion de Poincaré. Mientras que el mapeo de Poincaré
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Figura 4.3: Coordenadas en el punto de colision.

es la regla de correspondencia que da la posicion de las intersecciones de la trayectoria y
la seccidn de superficie [6]. Esta es una forma de discretizar el movimiento de un cuerpo,
pues si bien las trayectorias son continuas, la seccién de Poincaré son puntos.

Para un billar de paredes duras, dado que estd libre de interaccion externa, el movimiento
de la particula es lineal. Sin embargo, lo que cambia la trayectoria es la colision con las
paredes, por ello la informacién de la dindmica no esta en el interior de la frontera, sino
que estd en la frontera misma, en las colisiones. Lo importante es encontrar un mapeo que
tome en cuenta el momento y la posicion en la frontera.

Las colisiones se distinguen por una posicion, que se definird por el dngulo polar, 0, y
por el momento tangencial en el punto de colision, p;, como se muestra en la figura [4.3]
Las coordenadas del espacio fase mds usadas en billares son las coordenadas de Poincaré-
Birkhoff [[13]], que son la longitud de arco, S, de la frontera y el momento tangencial, p, =
sin ¢, donde ¢ es el dngulo entre el momento antes de la colision y el vector perpendicular
a la frontera. Entonces, cuando una particula colisiona en la frontera, tiene un momento
dado y el punto de colisién tiene cierta longitud de arco, y los puntos en la seccion de
superficie serdn (S, p;).

Dado que la longitud de arco estd relacionado con el angulo polar, para el mapeo se usara
este, dado por ¢, y el momento tangencial. La manera de obtener el angulo polar es partir
de las coordenadas x y y. Para el caso del billar circular, se tiene que

0 = arctan 2. 4.2.1)
X

Para obtener el momento tangencial se debe de tomar el momento de la particula justo
antes de colisionar con la frontera. El momento estd compuesto de una parte perpendicular
y una parte tangencial a la frontera, tal que

P=p,N+pT, (4.2.2)

donde N es un vector unitario perpendicular a la frontera en el punto colision, y 7" es un
vector unitario tangencial al punto de colisién. De modo que

n=7pT. (4.2.3)
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El vector tangente T se puede obtener a partir de una parametrizacion de 9D. Para el billar
circular, la frontera estd parametrizada en términos de v, cuya funcidn vectorial es

(y) = (x,y) = (rcosy,rsin~y). 4.2.4)

El vector tangente a la frontera es

&

7= (4.2.5)
dy
P (—rsin~y, rcos~y) |
r
T(y) = (—sin~, cos~). (4.2.6)

De esta forma, y usando .2.3] se obtiene el momento tangencial al punto de colisién. Por
convencion, si el momento tangencial tiene direccion antihoraria, entonces es positivo, y si
tiene direccidn horaria, es negativo. En cuanto a 6, sus valores son tales que —m < 6 < 7.
Una forma alternativa de obtener el momento tangencial es con el vector perpendicular a
0D, donde

[oN
~>

N = ‘;1% = —(cos~,sin"y), 4.2.7)
dvy

y por ello, el 4ngulo que hay entre el momento y N es

—

(v = arc cos b 4.2.8)

-

y la componente tangencial del momento es

pr = |p]sin ¢, (4.2.9)

en la figura 4.4 se muestran algunas secciones de Poincaré para el billar duro circular. La
seccion de Poincaré para diferentes condiciones iniciales para el billar duro circular se
puede ver en la figura 4.6

Las secciones de Poincaré son horizontales. En la figura.6|se puede observar que para di-
ferentes condiciones iniciales, una trayectoria en el espacio fase mantiene una separacion
constante respecto a las trayectorias vecinas. Cambiar las condiciones iniciales, preser-
va la regularidad en las trayectorias. Por lo que el billar duro circular no es un sistema
caotico.

Para el billar duro eliptico se puede hacer lo mismo, obtener las secciones de Poincaré.
En este caso, primero se debe definir el 4ngulo polar, este es

tan = 2. (4.2.10)
bx

Mientras que para el momento tangencial se debe de tener la forma del vector tangencial
a la frontera. La parametrizacion de la frontera del billar eliptico es

7(v) = (acos~,bsinvy), (4.2.11)
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donde, por[4.2.5] se tiene
(—asin~y,bcos~y) _ (—ay, b2z)
\/GQ sin?y + b2cos2y  Va'y® +bie’ ’

T — (4.2.12)
por lo que A

bt = ﬁ T7
en figura .5 se muestran algunos ejemplos de secciones de Poincaré para diferentes CI
para el billar duro eliptico, y una seccion de Poincaré de miltiples CI, (figura[4.7).

En la figura[d.7]se observa que para diferentes CI, la distancia que tiene una trayectoria con
las trayectorias vecinas se mantiene, no hay una separacion exponencial ente trayectorias
vecinas, por lo que se puede decir que hay regularidad en las trayectorias en el espacio
fase para un billar duro eliptico, este billar no es un sistema cadtico.

Ademads, hay algo importante a resaltar, y es que la informacién del comportamiento di-
ndmico de los billares duros depende de su geometria. Para poder obtener la velocidad
al instante después de que la particula haya colisionado con la frontera, es necesario en-
contrar el vector NV, que depende de la forma de la frontera. Con las coordenadas de
Poincaré-Birkhoff, para poder obtener el momento tangencial, que es el que proporcio-
na informacion sobre las trayectorias, es necesario obtener el vector T que, de nuevo,
depende de la geometria de la frontera.
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(a) CI: 2 = 0.567547, y = 0.3465, p, = —1.67, p, = —1.2544

(b) Cl.x =0,y =0,p, =0,p, = 3.544

(¢) CL: z = 0.923, y = 0.142, p, = 1.57, p, = 3.74

Figura 4.4: Secciones de Poincaré para un billar duro circular
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(c) CI: z = 1.732050808, y = 0.0, p,, = 4.54235, p, = 3.35

Figura 4.5: Secciones de Poincaré para un billar duro eliptico
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Figura 4.6: Seccion de Poincaré para el billar duro circular
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Figura 4.7: Seccién de Poincaré para un billar duro eliptico
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Capitulo 5

Conclusiones

Se concluye, a través de un andlisis matemdtico y de una comprobacion numérica, que la
dindmica de los billares duros depende del tipo de frontera que tenga la mesa de billar.
El mapeo de Poincaré, tomando las coordenadas de Poincaré-Birkhoff, muestra una regu-
laridad en las trayectorias, y drbitas casi periddicas en los billares. En el caso del billar
circular, en las secciones de Poincaré se muestran lineas rectas, por lo que el momento
tangencial no cambia, hay una regularidad en las trayectorias en el espacio fase, por lo
que este billar no es un sistema cadtico. Mientras que para el billar eliptico si hay un
cambio en el momento, incluso hay una dependencia en el tipo de trayectoria que tenga
la particula dentro de la frontera, dado que bajo ciertas condiciones iniciales, hay un mo-
vimiento casiperiddico. Pero a pesar de eso, la regularidad en el espacio fase también se
mantiene, por lo que también no es un sistema cadtico.

Ademads, con el andlisis matemdtico del momento en las fronteras de los billares, se puede
apreciar una dependencia en el vector unitario tangente a la frontera, T, que es diferente
para cada geometria. De ahi el origen de las diferencias de dindmicas en los billares de
paredes duras.

También se concluye que el modelo de 3 particulas moviéndose en un anillo es equivalente
a un billar triangular. Con el dlgebra adecuada se puede reducir el problema de los 3
cuerpos a un problema de un solo cuerpo en una mesa de billar triangular, donde los
angulos internos de la frontera triangular dependen de las masas de las 3 particulas. El
hecho de que exista esta equivalencia permitira el estudio de billares suaves al transformar
el sistema a uno hamiltoniano.

El trabajo realizado en este documento es una introduccién a conceptos utiles y necesa-
rios para el estudio de billares con un grado mayor de complejidad, billares suaves. Los
billares son un modelo adecuado para el estudio y entendimiento de caos cldsico. Donde
serd necesario utilizar otras técnicas en el estudio de trayectorias en el espacio fase, co-
mo el uso de los exponentes de Lyapunov, que muestran si hay regularidad. Y asi poder
determinar si un billar suave triangular es un sistema cadtico
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Capitulo 6

Apéndice

using DifferentialEquations#Para resolver ecuaciones diferenciales
using Plots#Para graficar

using LinearAlgebra#Para manejo de vectores

using LaTeXStrings#Para duentes y expresiones

function part_lib!(du,u,p,t)#Funcion hamiltoniana de una particula libre
du[1]=u[3] #dx/dt=px
du[2]=u[4] #dy/dt=py
du[3]=0 #dpx/dt=0
du[4]=0 #dpy/dt=0
end

part_lib! (generic function with 1 method)

function frontera(x,y,par) #Funcion que me dice si mi paticula esta dentro de la frontera circular
valor=sqrt(x*2+y"2)

valor<=par

end

frontera (generic function with 1 method)

function billares(CI,par)#Funcidn que me da la posicion de colisidn en un billar duro circular
lapso=(0.0,1.8)
prob=0DEProblem(part_lib!,CI,lapso)
global sol=solve(prob,RK4(),saveat=0.0001)
indice=0
for 1 in 1:length(sol.t)
if frontera(sol.u[i][1],sol.u[i]1[2],par)==false
indice=i-1
break
end
end
x=[sol.u[i][1] for i in l:indice]
y=[sol.u[i][2] for i in 1:indice]
px=[sol.u[i][3] for i in 1:indice]
py=[sol.u[i][4] for i in 1:indice]
return x,y,px,py

end
billares (generic function with 1 method)
function printbillar(par)#Funcion para pintar la frontera del billar dure circular

paso=range(0, stop=2n, length=1680)[2]
Bcoor=vcat(collect(paso:paso:2n-paso),paso)
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rcoor=par
plot!(rcoor.*cos.(8coor), rcoor.*sin. (8coor),legend=false,aspect ratio=:equal,tichks=false,linecolor=:black,framestyle=:none)
end

printbillar (generic function with 1 method)

function especular?! (u,par)#Funcion que me da la velcidad de reflexion en el billar duroe circular
al=2*(u[3]*(u[1])"2 + u[4]*u[1]*u[2])
b1=2*(u[3]*u[1]*u[2] + u[4]*(u[2]"2))

u[3]-= al

u[4]-= bl

return u[3],u[4]
end

especular2! (generic function with 1 method)

function mapeo(u@)#Funacion que construye las secciones de Poincaré de un billar duro circular
c= ue[2]/ub[1]
p=sqrt(ue[3]"2 + ua[4]2)
momen=[u@[3];u0[4]]
norm=[u6[1];u6[2]]
vetan=[-uB[2];ue[1]]
if uB[1]>0 && ub[2]>0
theta=atan(c)

elseif ub[1]<@ && ub[2]=0
theta=atan(c) + pi
elseif uB[1]<@ &% uB[2]<0#
theta=atan(c) - pi
elseif uB[1]>0 && uB[2]<0
theta= atan(c)
elseif u@[1]==0 && u@[2]>0
theta=pi/2
elseif uB[1]==0 && u@[2]<0
theta=-pi/2
end
pt=dot(vetan,momen)
scatter!([thetal, [pt], mc=:rose, legend=false,xlabel=L"\theta",ylabel=L"p t"
xticks=([-m:m/2:m; ], ["-\\pi","-\\pi/2*,"0","\\pi/2","\\pi"]))
ylims!(-5,5)
xlims!(-m,m)
end

mapeo (generic function with 1 method)

function evolucion(CI, params, N)#Funcion que obtiene todas las trayectorias de un billar duro circular y que las grafica
solver = RK4();
icolision = @
gx , qy, px, py = billares(CI, params)

ue = [last(qx) , last(qy) , last(px) , last(py)]

println(ue)

icolision += 1

while icolision < N
mapeo (ul)#Pado que el codigo necesario para pintar las trayectorias de una particula en una mesa de billar
especular2!(u@, params)#es el mismo para realizar las secciones de Poincaré, si se quiere las trayectorias se coloca
prob = ODEProblem(part_lib! , u@ , (8.8,1.8))#como comentario la Instruccion para realizar la seccion de Poincaré
sol = solve(prob, solver, saveat = 0.00061)
gx2 = [sol.u[i][1] for i in 1:length(sol.u)
qy2 = [sol.u[i][2] for i in 1:length(sol.u)
px2 = [sol.u[i][3] for i in 1:length(sol.u)
py2 = [sol.u[i][4] for i in 1:length(sol.u)
gx2 , qy2 , px2 , py2 = billares(u@,params)
ue = [last(gx2) , last(qy2) , last(px2) , last(py2)]

]
]
]
]

append! (gx , gx2)
append! (ay , qy2)#
append! (px , px2)
append! (py , py2)
gx2 , qy2 , px2 , py2 = billares(u0,params)
append! (gx , gx2)
append! (ay , qy2)
append! (px , px2)
append! (py , py2)
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ue = [last(gx2) , last(qy2) , last(px2) , last(py2)]
icolision 4= 1
end
mapeo(u@)
#plot!(qx,qy, le=:black)
end

evolucion (generic function with 1 method)

function frontera2(x,y,a,b)#Funcion que me dice si mi paticula esta dentro de la frontera eliptica
valor=(x/a)"2 + (y/b)"2
valore=1

end

frontera2 (generic function with 1 methed)

function printbillar2{a,b)#Funcion para pintar la frontera del billar eliptico

paso=range(0, stop=2n, length=1080)[2]

Bcoor=vcat(collect(paso:paso:2n-paso),paso)

plot!(a.*cos. (6coor),b.*sin.(8coor),legend=false,aspect_ratio=:equal,tichks=false, linecolor=:black, framestyle=:none)
end

printbillar2 (generic function with 1 method)

function billares2(CI,a,b)#Funcidn que me da la posicion de colision en un billar eliptico
lapso=(0.0,1.0)
prob=0DEProblem(part_lib!,CI,lapso)
global sol=solve(prob,RK4(),saveat=0.0081)
indice=0
for i in 1:length(sol.t)
if frontera2(sol.u[i][1],s0l.u[i][2],a,b)==false#
indice=i-1
break
end
end
x=[sol.u[i][1] for i in 1:indice]
y=[sol.u[i][2] for i in 1:indice]
px=[sol.u[i][3] for i in 1:indice]
py=[sol.u[i][4] for i in 1:indice]
return x,y,px,py

end
billares2 (generic function with 1 method)
function especular3!(u,a,b)#Funcidn que me da la velcidad de reflexion en un billar dure eliptico

al=2*((b™4)*u[3]*(u[1])"2 + (a"2)*(b"2)ul4]*u[1]*u[2])
bl=2*((b"2)*(a"2)*u[3]*u[1]*u[2] + (a"4)*u[4]1*(u[2]"2))

cl=b*4*u[1]"2+a"4*u[2]"2

u[3]-= al/cl

u[4]-= bl/cl

return u[3],u[4]
end

especular3! (generic function with 1 method)

function angulo(u@,a,b)#Funcion que me da el agulo de la posicion de colision
c=(a*ub[2])/(b*ub[1])
if uB[1]>0@ & uB[2]>0
theta=atan(c)
elseif uB[1]<@ && uB[2]>0
theta=atan(c) + pi
elseif uB[1]<@ && uB[2]<0
theta=atan(c) - pi
elseif u[1]>0 && uB[2]<0
theta= atan(c)
end
return theta
end

angulo (generic function with 1 method)
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function mapeo2(u@,a,b)#Funcion que construye las secciones de Poincaré en un billar duro eliptico
al=a*ud[2]
a2=b*ud[1]
c=abs(al/a2)
p=sqrt(ud[3]°2 + uB[4]"2)
momen=[uB[3];ub[4]]
tl=sgrt(a“4+uB[2]"2 + b"4*u8[1]"2)
vetan=[-a"2*u0[2];b"2*ue[1]]
theta=angulo(u@,a,b)
pt=dot (vetan,momen)/t1
scatter!([theta], [pt], mc=:pink,legend=false,xlabel=L"\theta", ylabel=L"p t",
xticks= ([-mim/2:m;], ["-\\pd", "-\\pi/2","8","\\pi/2","\\pi"]))
ylims!(-10,18)
xlims!(-n,m)
end

mapeo2 (generic function with 1 method)

function evolucion2(CI,a,b,N)#Funcion que obtiene todas las trayectorias de un billar duro eliptico y que las grafica
solver = RK4();
icolision = @
ax , qy, px, py = billares2(CI,a,b)
ue = [last(gx) , last(qy) , last(px) , last(py)]
println(ud)

icolision += 1

while icolision < N
mapeo2(u@, a,b)#Dado que el cidigo necesario para pintar las trayectorias de una particula en una mesa de billar
especular3!(u@,a,b)#es el mismo para realizar las secciones de Poincaré, si se quiere las trayectorias se coloca
prob = ODEProblem(part_lib! , u@ , (0.8,1.5))#como comentario la instruccion para realizar la seccion de Poincaré
sol = solve(prob, solver, saveat = 0.00001)
qx2 = [sol.u[i][1] for i in 1:length(sol.u)]
qy2 = [sol.uli][2] for i in 1:length(sol.u)]
px2 = [sol.ulil[3] for i in 1:length(sol.u)l
py2 = [sol.ulil[4] for i in 1:length(sol.u)l
qx2 , qy2 , px2 , py2 = billares2(u@,a,b)
ud = [last(qx2) , last(gy2) , last(px2) , last(py2)l#
#println(ud)
append! (gx , qx2)
append! (gy , qy2)
append! (px , px2)
append! (py , py2)
qx2 , gy2 , px2 , py2 = billares2(u0,a,b)
append! (gx , gx2)
append! (gy , qy2)
append! (px , px2)
append! (py , py2)
ud = [last(qx2) , last(gy2) , last(px2) , last(py2)]
icolision 4= 1#

end

mapeo2(ue,a,b)

#plot!(qx,qy, Le=:black)

end

evolucion? (generic function with 1 method)
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