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Resumen

En el presente trabajo se analiza la dindmica de un billar eliptico, suavizado por una fun-
cion error al tratarla como potencial en una funcién hamiltoniana que describa al sistema.
Por medio de las ecuaciones candnicas de movimiento y secciones de Poincaré usando
coordenadas de Poincaré-Birkhoff, para exhibir un movimiento caético modulado por un
pardmetro de dureza.

Ademads, se analiza la dindmica de una particula en un billar triangular duro para diferentes
angulos, de igual forma, con secciones de Poincaré, mostrando la presencia o ausencia de
regularidad de las trayectorias en este. Ademds, se discute la nocién de ergodicidad y los
valores angulares que la introducen en el caso de billares triangulares y su equivalencia
con el movimiento de 3 particulas en un anillo. También se discuten las perspectivas para
la solucién de un billar triangular suave, donde el potencial en la funcién hamiltoniana
implica una interaccién entre las 3 particulas.

Todo esto se realiz6 haciendo uso del lenguaje de programacion Julia, con el cual las ecua-
ciones candnicas fueron resueltas con un cédigo que simula las ecuaciones y condiciones
mencionadas en este trabajo.
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Capitulo 1

Introduccion

Conocer el estado de movimiento de un cuerpo es conocer su posicion y momento para
todo tiempo. Para esto es necesario obtener una ecuacién que tenga la informacién dina-
mica del cuerpo, la ecuacién de movimiento [1]. Una manera de obtener esta ecuacion es
a través de las ecuaciones candnicas de Hamilton [2], que son ecuaciones diferenciales.
Al resolverlas, con una condicién inicial, es que se puede conocer su posicién y momento
a todo tiempo, tanto pasado como futuro.

Las ecuaciones candnicas provienen de derivar una funciéon hamiltoniana, que bajo ciertas
condiciones es igual a la energia del sistema. Entonces, el problema del estado de movi-
miento se reduce a encontrar la funcién hamiltoniana y resolver las ecuaciones candnicas.
Un ejemplo es el tiro parabdlico, donde un cuerpo es afectado por la fuerza de gravedad
de la Tierra. La ecuacién de movimiento y solucién de este ejemplo es conocida [3]. La
trayectoria que sigue el cuerpo es una pardbola, la forma de esta dependerd de donde y
con qué velocidad empiece su movimiento el cuerpo. Pero, sin importar las condiciones
iniciales, la trayectoria serd una pardbola.

Los cuerpos pueden diferentes trayectorias, diferentes tipos de movimiento, como lo es
el periddico, pero hay un tipo especial de movimiento. El caos es un tipo de movimien-
to aperiddico, en sistemas deterministas, que exhibe una alta sensibilidad a condiciones
iniciales [4]], esto significa que 2 trayectorias distardn en gran medida si sus condiciones
iniciales son aproximadas, no como el caso del tiro parabdlico, donde 2 trayectorias se-
rén casi idénticas si sus condiciones iniciales son aproximadas. El caos estd presente en
multiples sistemas de la naturaleza, como lo es en gases.

Un sistema que puede presentar un movimiento cadtico es el de una particula moviéndose
en una region delimitada por una frontera, en un plano, esto es, un billar. Un billar es
un modelo matemdtico que consiste en una, o varias particulas que se mueven en un
contenedor y colisionan con sus paredes o entre ellas [5]. Cuando el contenedor es plano,
y las particulas colisionan de manera especular con las paredes del contenedor, se tiene
un billar plano de paredes duras, o billar duro, donde la regién del contenedor es D y la
frontera que forman las paredes es 0D. Este modelo recuerda a un gas contenido en un
recipiente con un volumen dado.

Ejemplos de billares son el de Sinai, presentado en 1963 por Yakov Sinai [6], que consiste
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en particulas moviéndose dentro de un contenedor cuadrado con un disco en el centro; y el
billar de Bunimovich, presentado por Leonid Bunimovich en 1979 [[7], donde el contene-
dor es un rectadngulo limitado por arcos de circunferencia. Estos billares son interesantes
por su equivalencia con modelos de gases [5], pero también por exhibir movimiento cad-
tico.

Sistemas, como algunos gases, pueden ser modelados como billares de paredes duras, o
billares duros. Por medio de la fisica estadistica es que se puede calcular propiedades de
los gases, como lo es su temperatura y presion, de modo que los cédlculos coincidan con lo
medido experimentalmente. Por ejemplo, para medir la presion de un gas, se debe medir
las colisiones que tengan las particulas con las paredes del contenedor, y promediarlas so-
bre el tiempo; mientras que una manera de calcular la presion es tomando las trayectorias
de las particulas en el espacio fase y promediar sobre el ensamble. La fisica estadistica
hace coincidir ambos resultados suponiendo que a tiempos largos, ambos promedios son
iguales, esto es lo que se conoce como la hipétesis ergddica [8].

Algunos billares pueden ser estudiados con la teoria ergddica, debido a la equivalencia
de algunos con modelos de gases, pero también por su movimiento cadtico, pues algunos
sistemas cadticos también son ergddicos [9]. También se ha discutido las condiciones para
que billares cuya frontera sea un poligono sean un sistema ergddico [10].

Una forma de poder estudiar el movimiento de un billar es a través de su trayectoria en
el espacio fase, haciendo uso de las secciones de Poincaré y coordenadas de Poincaré-
Birkhoff, comentados en capitulos posteriores. A pesar de que algunos billares presenten
caos, no siempre es esto asi. Billares como el circular y el circular mostraron ser sistemas
no cadticos ni ergddicos, mostrando regularidad en su trayectoria a través de los mapas de
Poincaré [11]].

Los billares planos duros se pueden modelar con una funcién hamiltoniana de un pozo
de potencial infinito, donde el pozo es la region del contenedor. Ahora, si bien el billar
eliptico no es cadtico, se puede introducir el caos por medio de una funcién potencial.
Los billares cuya funcién hamiltoniana tenga un potencial de interaccién en funcién de
la parametrizacién de la frontera se les conoce como billares suaves. A diferencia de
los billares duros, las colisiones de las particulas con la frontera no son especulares. La
informacién del movimiento se puede obtener de las ecuaciones candnicas de Hamilton.
Los mapas de Poincaré de billares suaves muestran diferencias con los billares duros, una
de ellas es que aparecen regiones cadticas que pueden ser modeladas con un pardmetro
del potencial en la funciéon hamiltoniana [12].

Los billares suaves tienen De entre las diferentes geometrias de las fronteras de billares
duros, se encuentra el billar triangular. Este es de especial interés porque tiene una equiva-
lencia a un sistema de 3 particulas en un anillo. Por lo que el billar triangular suave seria
equivalente al movimiento de 3 particulas interactuantes. Al igual que el billar eliptico, en
el billar triangular es posible introducir el caos al suavizarlo.

En el presente trabajo se explican algunas herramientas para el estudio de billares duros
y suaves, como formas de suavizar los billares, maneras de obtener las ecuaciones de
movimiento de Hamilton y métodos numéricos para resolver ecuaciones diferenciales. Se
estudia el movimiento de un billar eliptico con el fin de exhibir sus propiedades y técnicas
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para analizar el billar suave triangular. También se estudia el billar triangular duro con el
fin de comparar con el caso suave.
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Capitulo 2

Billares Suaves

Un billar es un modelo matemético que consiste en un dominio en un contenedor, donde
una particula puntual se mueve libremente en este y colisiona de manera especular con
la frontera [S]]. Cuando el contenedor es un plano, se le llama mesa de billar. En billares
duros, la dindmica de la particula depende de la forma de la frontera, donde las trayectorias
se pueden clasificar por familias [S] para diferentes billares. Los billares duros tienen
diferentes aplicaciones en la fisica, como para el estudio de dtomos frios [13] y para el
estudio del caos cldsico y cudntico [[14], ademds de mostrar propiedades referentes con la
teoria ergddica, usada en la fisica estadistica [9].

Un tipo especial de billares son los conocidos como billares suaves, cuya dindmica se
encuentra en una funcién hamiltoniana que tiene un potencial dependiente de la forma de
la frontera. En el presente capitulo se presentan las propiedades de un potencial que puede
tener un billar suave, y las propiedades que puede tener tanto en su movimiento como en
el espacio fase. Este capitulo tiene como objetivo presentar algunas herramientas para el
estudio de billares suaves.

2.1. Dinamica Hamiltoniana

En cuanto al movimiento de un cuerpo, el objetivo es conocer su estado de movimiento,
esto es, su posicion y momento, en el espacio, en funcion del tiempo. Sin embargo, el
principal problema es encontrar la ecuacion que nos permita conocer esto, las ecuaciones
de movimiento. Hay multiples formas de encontrar esta ecuacion, una de ellas es em-
pleando la segunda ley de movimiento de Newton [1]; otra es usando las ecuaciones de
Euler-Lagrange [2]], y una més es usando las ecuaciones candnicas de Hamilton [1].

Supdngase que se tiene un cuerpo de masa m, cuyas coordenadas de posicién son g;
(¢ = 1,2,3), y las de momento son p; (z = 1,2,3), que cambia su posicidon respecto
al tiempo ¢, despreciando las dimensiones del cuerpo, sus ecuaciones de movimiento se
obtienen de una funcién hamiltoniana

11
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La forma de esta funcién es

donde L es la funcion lagrangiana. Las ecuaciones de movimiento candnicas, derivables
de la funcién hamiltoniana, son

OH . oH oL OH

o= = — = 2.1.
“= Ty Di g BT 5 (2.1.3)

Cuando se habla del movimiento de un cuerpo, se dice que la energia de este se conserva
cuando no esté sujeto a fuerzas no conservativas, como lo es la friccion. La funcion hamil-
toniana tiene diferentes propiedades, una de ellas es que es igual a la energia del cuerpo,
E, cuando: la energia cinética es una funcién homogénea de segundo orden, cuando las
fuerzas que actdan sobre el cuerpo provienen de una funcién potencial, y cuando la fun-
ciéon L no depende explicitamente del tiempo [1].

Si bien, obtener las ecuaciones de movimiento canénicas es relativamente simple al saber
H, resolverlas para conseguir la posicion en funcién del tiempo es complicado, y dado
que estdn acopladas, es preferible optar por una solucién numérica. La solucién en si es
complicada de determinar, pero se puede obtener informacion de su movimiento a través
del espacio fase [4]].

Ahora supdngase un sistema bidimensional, como los billares, donde una particula se
mueve en un plano, el espacio fase asociado a este sistema contempla 4 dimensiones, dos
espaciales y dos de momento, una forma de obtener informacién de su movimiento es a
través de la trayectoria que tenga en este espacio. Pero debido a su dimension, se complica
analizar sus trayectorias. Sin embargo, para los sistemas analizados en este trabajo, se
puede reducir el nimero de grados de libertad a través de las constantes de movimiento,
esto es, constantes que dependen de las condiciones iniciales [[1]]. Cuando la energia de un
sistema con 4 grados de libertad,

2 2
D b

=2 Py
om  2m + V().

es una constante de movimiento, es decir, que se conserva, se tiene un momento

mziﬁm@—WLm—ﬁ, (2.1.4)

de modo que con esta expresion se reduce un grado de libertad, pero sigue sin ser sufi-
ciente. Del espacio fase de 3 dimensiones, se puede tomar una seccion de este, un plano,
por ejemplo y = 0, y colocar un punto en él cada vez que la trayectoria en el espacio fase
lo cruce; obteniendo, asi, un mapa que dice donde pasa la trayectoria y cudles son algunas
propiedades. Fijando una de las variables de la posicion, por ejemplo y = 0, se llega a la
expresion

py = £1/2m(E — V(x,0)) — p2, (2.1.5)

asi reduciendo otro grado de libertad. La expresién[2.1.5es lo que se conoce como mapeo
en el espacio fase [15]].
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2.2. Billares suaves

Un billar de paredes duras, o billar duro, se puede analizar por medio de una funcién
hamiltoniana de una particula libre, donde las colisiones de la particula con la frontera
son especulares, instantdneas. Como se menciono antes, el tipo de trayectoria que sigue la
particula depende enteramente de la forma de la frontera. Sin embargo, se puede suavizar
la frontera agregando un potencial suave [[12] a la funcién hamiltoniana de la particula, de
modo que ahora las colisiones con la frontera ya no son especulares [[16]].

Al agregar una potencial suave a la funcién hamiltoniana se dice que se suaviza la fronte-
ra. Entonces, para una particula moviéndose en una region D en un plano, la frontera de
D es OD. Para suavizar 0D, se debe tener una funcién hamiltoniana del tipo

1, 1
H = Spi+ 5p, + Ve ysh), 2.2.1)

donde A es un pardmetro que modula la dureza de la frontera, esto es, permite la transicion
de un billar duro a un billar suave para valores bajos de este, y viceversa para valores
grandes. Dada la forma de la funcién hamiltoniana [2.2.1] esta es igual a la energfa del
sistema y se conserva.

Las propiedades de V' = V' (z,y; h) = V(&; h) deben ser especificas para poder suavizar
0D. Unadeellas es que V' — 0 cuando i — 0 en D [[16]. Ademds, para |Z| — oo, V' — 0.
Para el caso de billares, que el potencial tienda a cero a una distancia larga implica que la
particula ha escapado de D. Vale la pena hacer notar que debido al posible escape de la
region donde la particula interacciona con el potencial, es que los billares suaves equivalen
a ciertos tipos de problemas de esparcimiento (scattering) [17].

En los problemas de esparcimiento se describe la trayectoria de una particula que incide
en una region en el espacio donde se ve afectada por un potencial, y que ademds es posible
que escape de sus efectos. Los problemas de esparcimiento se pueden clasificar en 2, los
cadticos y los no cadticos; los no cadticos son aquellos donde la energia de la particula
es superior al valor mdximo del potencial; mientras que los cadticos son aquellos donde
se tiene un movimiento cadtico transitorio [18]]. Los billares suaves estudiados en este
trabajo permiten introducir trayectorias céticas por medio del valor de h. Donde a la region
del espacio donde la particula interactia con el potencial se le conoce como region de
esparcimiento.

El propésito es que, en billares, con este tipo de potenciales, la region limitada por 0D se
convierta en la region de esparcimiento. Para hacerlo, estos deben contemplar la parame-
trizacion de la frontera del billar, de lo contrario, la particula no lo tomaria en cuenta y
podria cruzar 0D sin ningin problema. Una forma hacer esto es agregar una dependencia
respecto a un parametro o poner el potencial en funcion de la ecuacion de la frontera.

A partir de las ecuaciones candnicas es que se tiene una ecuaciéon de movimiento que
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contemple los momentos y las posiciones, donde, tomando [2.2.1} estas son

T =Py, Y = Py, (2.2.2)
ov
Ny = —— 2.2.
Pa E (2.2.3)
) ov

Dado que estas ecuaciones estan acopladas, resulta dificil, o directamente imposible, ob-
tener una solucion analitica. Por ello es necesario recurrir a métodos numéricos.

Ademads, por las propiedades de los potenciales suaves [[16]], debe existir una transicién
paulatina de una dindmica propia de un billar suave a la de un billar de paredes duras,
con la variacién del pardmetro de dureza, cuando h — 0, la funcién hamiltoniana es la
de una particula libre en 0D. Y ya que el problema es uno de esparcimiento, bien podria
observarse trayectorias cadticas en el espacio fase.

El objetivo es poder obtener la ecuacion de movimiento para la particula dentro de 0D
con las ecuaciones candnicas a partir de la funcién[2.2.1] resolverlas, poder graficar la tra-
yectoria de la particula y observar como varia conforme se cambia el valor del parametro
h'y las condiciones iniciales. Ademads de determinar las trayectorias en D, es necesario un
andlisis de las secciones de Poincaré [4], pues en ellos se puede observar si las trayectorias
son regulares o cadticas.

2.3. Regularidad y caos

En billares suaves, el parametro h no solamente puede modificar el movimiento, sino
que también la forma de la frontera importa. La forma de la frontera se puede definir a
través de parametros, como puede ser la excentricidad e en billares elipticos, o pendientes
de rectas en billares triangulares, que junto con la dureza, determinardn algunas de las
propiedades que pueden observarse en un mapa de Poincaré.

Para un billar suave, la funciéon hamiltoniana estd dada por|2.2.1} al contemplar la forma
de la frontera, el potencial deberia ser V' (x,y; h, ¢), donde e controla la geometria de la
mesa de billar. La razén por la que una funcién hamiltoniana puede modelar un billar
suave es porque las equipotenciales coinciden con la frontera de una mesa de billar.

Generalmente, cuando se cambian las condiciones iniciales de movimiento de un cuerpo,
su trayectoria mostrara cierto parecido con las obtenidas debido a condiciones iniciales
distintas, como por ejemplo el movimiento parabdlico debido a un cuerpo que se mueve
bajo interaccion con la fuerza gravitacional. Sin embargo, hay un tipo especial de movi-
miento, que es aperiddico en sistemas deterministas que exhiben una dependencia sensible
en las condiciones iniciales [1], a este movimiento se le conoce como cadtico. El interés
en estudiar billares suaves es debido a que se puede introducir el caos con h del potencial.
Una forma cualitativa de analizar movimientos cadticos es con las secciones de Poincaré.

Anteriormente [11] se estudiaron los billares circulares y elipticos duros, donde sus res-
pectivos mapas de Poincaré mostraban regularidad en su movimiento. El objetivo es estu-

14 PROYECTO TERMINAL II
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diar un billar suave, conocer la trayectoria de una particula en una mesa de billar, donde
interactia con un potencial. Dado que el sistema tiene una transicién a un movimiento
cadtico, el mapa de Poincaré mostrard pérdida de regularidad. Sin embargo, si el mismo
billar, cuando sus paredes son duras, tiene una drbita periddica, es posible observar, para
valores pequeios de h, islas elipticas, figuras elipticas en la seccién de Poincaré, cerca
de esta orbita [19], que disminuyen las propiedades caodticas del sistema [20]. Estas is-
las reflejan un movimiento regular, esto es, trayectorias estables dentro del movimiento
cadtico, en torno a puntos por los que nunca pasa a menos que el movimiento empiece en
ellos, puntos de equilibrio inestables.
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Capitulo 3

Ecuaciones diferenciales

Una ecuacion que contiene derivadas de una o varias funciones desconocidas, respecto a
una o mds variables independientes, se le conoce como ecuacion diferencial (DE) [21]).
En caso de que la ecuacion tenga derivadas respecto a una Unica variable se le llama ecua-
cion diferencial ordinaria (ODE), y si la ecuacion tiene derivadas parciales de una o més
variables se le llama ecuacion diferencial parcial (PDE). No siempre se tiene una tnica
ecuacion diferencial para un conjunto de funciones desconocidas, se puede tener mas de
una, en ese caso se tiene un sistema de ecuaciones diferenciales. Con las DE se puede
modelar diferentes sistemas, desde poblaciones de insectos hasta el comportamiento de
un fluido. Conocer la solucién de una ODE o PDE implica conocer la funcién que sa-
tisface la ecuacion. El principal problema es que resolver una ecuacién de estos tipos de
manera analitica se puede complicar o que directamente no pueda resolverse. Por ello,
es necesario usar métodos diferentes que ayuden a encontrar algo cercano a una soluciéon
analitica; entre ellos estan los métodos numéricos. Por medio de iteraciones, los métodos
numéricos permiten obtener una aproximacién con una alta precision en un intervalo da-
do. En este capitulo se muestra un método numérico para ecuaciones diferenciales, y un
método que permite agilizar los calculos de las soluciones, que se utilizard en la solucién
de las ecuaciones de movimiento de billares.

3.1. Meétodo Runge-Kutta

El resolver una DE implica encontrar la solucién a esta, primero se define qué es lo que se
considera solucién. Definicion: Una solucién a un problema de valor inicial ' = f(z,y)
con y(zg) = yo en el intervalo [z, 1] es una funcién derivable y = y(z) de modo que

y(xo) = yo, y'(z) = f(x,y(x)) YV € [xg, 21]. (3.1.1)

La representacién grafica de la solucién y = y(x) tiene que pasar por el punto inicial
(0, o) [22].

Para una g dada, se puede desarrollar en serie de potencias a la funcién y(z) en torno a un
punto x;, de modo que
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) (a
o) =t + 3 (L

) 9"+ 0(g"), (3.1.2)

donde O(¢") son términos de orden superior a 1 en h.

A partir de la definicion [3.1.1] se pueden encontrar los términos de las derivadas de la
funcion, y colocarlas en la serie de Taylor. Para esto, se tiene que

y = f(z,y), (3.1.3)

y'=fot Ly = fot fof, (3.1.4)

Y = fou + o) + Yoy + fuut) + F10, (3.1.5)
YO = fouw+ 2fuyf + fouf* + fy(fe + fu ). (3.1.6)

Estos términos se sustituyen en la serie de Taylor y se tendria la solucién a la ODE de
manera aproximada, pues para tener la solucién exacta es necesario calcular términos in-
finitos. Al cortar la serie surge el error de truncamiento, entre méas términos se contemple
de la serie, menor sera este error.

Si bien no es una solucién exacta al problema, si es una aproximacion ttil. El valor g es
un pardmetro que debe estar dentro del rango [z, x1]. Por medio de iteraciones, se puede
graficar la soluciéon numérica, donde g determina el tamafio de los pasos.

El método de Runge-Kutta toma la idea de desarrollar la funcién en serie con pardmetros
indeterminados, sin que se pierda la precision que ofrece una serie de Taylor. En este
caso, se parte de una ODE como entre los puntos (g, Yx) ¥ (1, Yer1), donde se
desarrolla la funcién en una serie de la forma

Y(zper) = ylay) + > wikK;, (3.1.7)
=1
donde »
Ki=gf(zr+ aig, yx + Z bij Kj). (3.1.8)
j=1

La precision del método depende del orden en el que se tome la serie y de los pardmetros
indeterminados, que serfan b;;, w; y ;. Tomando que y;4+1 = y(z+1) se tiene que

Ye = y(T), (3.1.9)

Ky = gf(@r, yr), (3.1.10)

Ky = gf (@ + a2g, yr + b21 K1), (3.1.11)

K3 = gf(wx + asg, yr + bs1 K1 + a3 K»), (3.1.12)

Ky = gf(zr + ag, yp + b K1 + i Ko + by3 K), (3.1.13)

asi sucesivamente.

Los pardmetros se obtienen de desarrollar[3.1.7]y compararla con la serie de Taylor. En el
presente trabajo se us6 el método de Runge-Kutta a cuarto orden (RK4), cuyos términos
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sSon
y(or+9) =y + %(K1 42U, 1 2K + Ky), (3.1.14)
Ky = foe u), (3.1.15)
Ko = flan + ;g,yk + ;gKl), (3.1.16)
Ky = fla+ 59,06 + 50K2), (3.117)
Ky = f(zr + g, yx + 9K3). (3.1.18)

3.2. Paso Adaptativo

Los métodos numéricos para resolver ODE son amplios, con una precision bastante acep-
table. El problema de los métodos es el tiempo de calculo; para resolver una ODE con
un método numeérico es necesario establecer el tamafio de los pasos. Si el rango donde se
quiere la solucion es grande en comparacion con el tamaifio de los pasos, el cdlculo puede
tardar en realizarse. El método de Runge-Kutta no es la excepcion a este problema.

Otro inconveniente, donde el tamafo de los pasos también tiene algo que ver, es la forma
de las soluciones. Por ejemplo, se tiene que en un rango la solucién varia lentamente,
entonces no es necesario que el tamafio de los pasos sea pequeio, puede darse un tamaiio
grande sin perder la precision. En cambio, si la solucién, en otro rango, varia rdpidamente,
en este caso no se puede tomar un tamafio de paso grande porque se perderia la precision.
Lo ideal es lograr que el tamafo del paso se adapte a los cambios de la solucion.

Es necesario que los pasos del método se adapten mientras se contintia con el cdlculo.
Dado que no se conoce la solucién, para saber cudndo cambiar el tamafio del paso es
necesario fijarse en la precision de estos. Para empezar, supéngase que se tiene una ODE,
si la solucién numérica para unas condiciones especificas tiene una diferencia grande para
dos tamaios de pasos distintos, digamos, uno g y otro 2g, entonces es preferible tomar
un tamaiio de pasos pequefios. De igual forma, si la diferencia de dos resultados, uno con
un tamafo de paso g y otro con tamafio % g es pequeia, es preferible tomar pasos mas
grandes. El punto clave es la variacion entre 2 resultados con pasos distintos, que puede
escribirse como

A=y —uyp, (3.2.1)

donde las y; y 2 son los resultados del método numérico. En este método debe haber una
tolerancia, un valor que no debe ser superado por la diferencia, el cual definird el tamaino
de los pasos al compararse con la diferencia [23].

La importancia de un paso adaptativo es que es capaz de acortar los tiempos de cdlculo
sin variar la precision. Si la diferencia entre dos resultados de una ODE por algtiin método
numérico, una A calculada dos veces con tamaiio de paso g y otra A calculada una vez
con tamafio 2g, no supera una tolerancia establecida, es preferible usar un tamaiio 2g,
pues la cantidad de célculos con tamafio g son el doble que con 2¢g para obtener un mismo
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resultado. Dada la funcién [3.1.2] una con un tamafio de paso 2g se tiene que es

1
y(x+29) =y + an(?g)" + O((29)"), (3.2.2)

donde 7, son todos los términos de la serie de orden menor a n, y otra con tamaiio g, pero
con los calculos realizados 2 veces,

1
y(x +2h) = yo + 2(g)" — o + O(g?), (3.2.3)

donde las ¢,, son constantes. Se observa que para obtener el mismo resultado, en un caso
hay que hacer el doble de cdlculos. Ahora, dado que A es proporcional a g", esto es, la
diferencia depende del orden de la serie, entonces g ~ A%, entonces si se tiene un tamafio
de paso g; y otro g; .1, con un método al mismo orden, se tiene que

n

(3.2.4)

9i _| A;
Aip

Jit+1

De esta forma, si A;;; es mds grande que A;, el tamafio g; del paso serd menor que el
tamafo g; .1, en cambio, si A;,; es menor que A;, entonces g; serd mayor que g; ;. Esta
es una forma de saber cudndo tomar tamafios de pasos grandes o pequefios, para agilizar
los cdlculos, sin necesidad de saber la solucién y sin perder precision [23]].

Para el caso del billar triangular duro, se usard el método RK4 debido a que las ecuaciones
de movimiento no son de gran dificultad. Para el caso del billar eliptico suave se usara
el método Runge-Kutta-Oliver de 6 etapas y orden 5, debido a la complejidad de las
ecuaciones de movimiento, y a que es necesaria una mejor precision para analizar su
dindmica cerca de la frontera.
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Capitulo 4

Billar eliptico

Un tipo de billar es aquel cuya mesa es eliptica centrada en el origen. Las colisiones
de la particula con la frontera son especulares para el caso de que la frontera sea dura,
y, como se ha mencionado, aparecen diferentes tipos de familias. Cada familia depende
de las condiciones iniciales [S]]. Unas trayectorias son internas y otras externas, donde
las primeras surgen debido a que la posicion inicial de la particula se encuentra entre la
region delimitada por los focos; la segunda es porque la posicion inicial estd mds alld de
esta region. Este tipo de billares es adecuado para ilustrar la suavidad de la frontera, y para
mostrar la transicion de esparcimiento no caético a uno caédtico en los mapas de Poincaré,
donde aparecen islas de estabilidad.

El caso del billar eliptico duro fue resuelto en [[11]. Entonces, el objetivo de este capitulo
es ver las nuevas propiedades que presenta el billar eliptico suave en comparacion con el
duro, y tomarlo como punto de apoyo para comparar el billar triangular suave y duro.

4.1. Billar eliptico suave

Para billares duros, con mesa de billar D, la particula tiene una funcién hamiltoniana
L, 1,

donde (.9)
)0 s (r,y)eD
Vie.y) = { oo si (z,y)¢ D’

que es de un pozo de potencial infinito [24]].

Es posible introducir la suavidad al billar cambiando el potencial de pozo infinito por un
potencial de interaccion de la particula. Dado que el potencial debe cumplir con ciertas
condiciones, no todos son candidatos para suavizar la frontera del billar. Dentro de los
posibles potenciales, esta la funcién error

erf(z) = \; /0 Tt 4.12)
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debido a que tiende a una constante para nimeros muy grandes de z, esto es

lim erf(z) — — / et — 41
1m Xr) = ——= e =
r—=£o00 \/E 0 ’

esto permite que pueda haber un escape de la particula.

Ya que las distancias en los billares son finitas, no es posible que la funcién error se vuelva
constante para grandes valores de estas. Lo que va a definir qué tanto se ve afectado el
movimiento de una particula por el potencial es el pardmetro h, que modulara la dureza de
la frontera del billar. A mayores valores de h, el potencial se ird ajustando ya sea a +1 o
—1. En la figura[d.1] se puede observar que conforme se aumenta el valor de £, la funcién
tiende més rdpidoa 1y —1.

erf(x)

Lo} (

0.0 X

Sl ——— J

L L L L
-10 -5 0 5 10

Figura 4.1: Funcién error con diferentes valores de h

La mesa de billar que se tomar4 en cuenta es

D = {(z,y) :x2+%2 <1}, (4.1.3)
donde )
3D={(m,y):x2+% ~1} 4.1.4)

es la frontera, y dado que se quiere que el potencial se limite a esta region, debe ser funcién
de la parametrizacién de la frontera, por lo que
2 y?

V(z,y) = erf[h(z” + =i 1)]. (4.1.5)
En la figura 4.2| se muestra el potencial para diferentes valores de h, para diferentes du-
rezas. Las curvas de nivel del potencial son elipses con diferentes excentricidades. Sin
embargo, se puede observar que conforme h aumenta, las curvas de nivel se van acer-
cando a la forma de 9D, esto es, la frontera del billar va dejando de ser suave y se va
acercando a un caso de paredes duras porque el potencial se va asemejando a un pozo.

El potencial de la particula, con masa unitaria, es independiente del tiempo, depende tni-
camente de las posiciones, y depende de manera paramétrica de la dureza de la frontera.
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Y dado que la energia cinética es homogénea de segundo orden, la funcién hamiltoniana
que describe la dindmica de la particula en D es

2

1, 1, 2, Y
H:2px+2py+erf[h<:v —|—b—2—1 , (4.1.6)

cuyas ecuaciones candnicas son

q'y =Dy (418)

y para la derivada de los momentos se tiene

. 0H oV 2 o o VP 2\ o .y
Pa=—pg - =—7 "= ﬁexp(h<x—|—bz 1 (%hx—kbz 1),

Ah 2 2
Pe = — L exp (—h2 <x2 + o 1) ) , (4.1.9)

de igual forma

. 4hy y?
Dy = —bQﬁeXp (—h2 (:52 + 35 1)) . (4.1.10)

Con esto se consigue un sistema de ecuaciones que contiene la trayectoria y momento de
la particula a todo tiempo ¢. La solucidn a este sistema se obtiene de manera numérica,
usando el lenguaje Julia, por medio del método Runge-Kutta-Oliver de orden 5 y 6 etapas
(RKO65) de la libreria DifferentialEquations, del lenguaje Julia, el cual tiene pasos
adaptativos.

La razén del uso de los pasos adaptativos en la solucién de las ecuaciones es debido a
que cuando el momento de la particula comienza a cambiar de direccién, se deben tomar
pasos pequeiios, mientras que cuando la direccién del momento no cambia de manera
significativa, se pueden tomar pasos mas grandes. El paso adaptativo que se toma para el
célculo es

dt =€y + 1|V (z,y)], (4.1.11)

de modo que cuando el valor del potencial sea bajo, el término predominante serd ¢, =
1 x 107°, en caso contrario, se deberd tomar en cuenta el término ¢; = 1 x 1073 [12].

Y. — 0 Y. 70 B Y 70
y o054 x y o054 x y o054 x
1.0 1.0 1.0

(@ h=1 ) h=3 () h =10

Figura 4.2: Potencial suave para el billar eliptico
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Noétese que €, es significativo cuando |V (x,y)| es pequefio, o cero, esto ocurre en los
puntos mas cercanos a 0D, como puede observarse en y es donde la energia cinética
de la particula crece. En cambio, en el fondo del potencial, su valor es minimo, pero como
los pasos toman en cuenta el valor absoluto de V', ¢; se vuelve significativo, esto pasa
cerca del centro de D.

El problema ahora es determinar las condiciones iniciales de la particula que no violen la
conservacion de la energia, que no escapen del potencial y que estén en D. Dado que la
energia total de la particula es una integral de movimiento, pues la funcién hamiltoniana
se conserva y no depende explicitamente del tiempo, por lo que se tiene que

]' 2 ]' 2

py=/2(E = V(z,y)) - p2 4.1.12)

El valor mdximo del potencial es cuando la energia cinética es cero, en ese caso

2
E=V(z,y) =erf (h(;ﬁ + %2 - 1)) :

dado un valor de y, el valor maximo de = que cumple esta condicion es

erf‘l(E) y?
xm“m:\/h_bQH' (4.1.13)

Entonces, la coordenada de la particula que esta dentro de 0D e interactiia con el potencial
sin escapar €s Tpin < T < Tpaz, donde x,,;, tiene la misma forma funcional que x4,
pero con signo negativo.

Para el momento se hace algo similar, el valor de p, mdximo es tal que p, = 0, entonces

Pomaz = \/2(E — V(x,y)), (4.1.14)

y por ello pomin < Do < Pamaz, donde pypin €8 —Dymas. Y para p, se usa la expre-
sion4.1.12|

4.2. Secciones de Poincaré

Una vez resueltas las ecuaciones candnicas, se puede trazar la trayectoria de la particula en
la mesa de billar. En la figurad.3|se pueden observar trayectorias para diferentes valores de
la dureza. Nétese que conforme se aumenta el valor de h, las trayectorias se van acercando
mas a 0D, y se van asemejando a las familias de trayectorias de un billar eliptico de
paredes duras [11].

Los valores de los momentos p, y p, generados aleatoriamente estdn dentro del rango
explicado anteriormente, esto sin violar la conservacion de la energia; si no, la particula
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(d h=38 (e) h =18

Figura 4.3: Trayectorias de particulas para diferentes valores de /, con una elipse de ex-
centricidad e = 0.72, con £/ = 0 y valor inicial x = 0.4, mientras que los valores de p, y
py fueron generados de manera aleatoria sin violar la conservacion de la energia.

escaparia de la mesa de billar. El valor de la excentricidad de la elipse elegido fue tomado
de la referencia [[12].

Con la figura [4.3] se puede observar que, conforme aumenta el valor de la dureza, las
curvas de nivel del potencial tienden a juntarse con la frontera. Por ejemplo, para h = 1,
las curvas de nivel son diferentes en tamafio unas de otras, no habria problema en que
sean concéntricas sin tocarse. Para h = 10, dado que las paredes del potencial tienden a
una forma vertical, las curvas de nivel no son muy diferentes en forma unas de las otras.
Si se sigue aumentando la dureza, se irdn acercando a la frontera. Por ello, las trayectorias
de la particula se van asemejando a la de un billar de paredes duras conforme aumenta el
valor de h.

Sin embargo, la simple trayectoria no nos dice todo de la dindmica del sistema. Ademas,
la solucién de las ecuaciones no es analitica; no hay una expresion del vector de posiciéon
de la particula. Las secciones de Poincaré sirven para saber el tipo de trayectoria que se
tiene a partir de un mapeo; y dado que se trata de un billar, lo conveniente es usar los
mapas con coordenadas de Poincaré-Birkhoff [26], que toman en cuenta la frontera, para
tener otra forma de observar la transicién de un billar suave a un billar duro. Si bien para
un billar de paredes duras se toma el momento tangente a la frontera 0D en el punto de
colisién y la longitud de arco en este mismo punto, para un billar de paredes suaves la
particula no llega a colisionar con D, pero si hay un cambio de signo del momento.

La trayectoria de la particula en la mesa de billar no llega a la frontera 9D para bajas
durezas, pero el cambio de signo del momento viene cuando la particula colisiona con
una equipotencial. Las equipotenciales son

2
erf[h<x2+‘?;2— )] -
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donde k es una constante. Las curvas que forman son

2
1

flz,y) =2+ %2 —1= e (k) = c, 42.1)

donde c es también una constante real. Con esta expresion también se puede apreciar que

conforme se aumenta h, la curva de la equipotencial tiende a la forma de 0D, pues ¢ — 0.

De la expresion [4.2.1] se puede obtener un vector normal a la equipotencial, con el cual
se puede determinar cudndo el momento perpendicular a ella se vuelve cero. Entonces, el
vector normal es

Vf 1 1

= T, —=1Y).
VAT e

Entonces, la particula se moverd en un punto en la mesa de billar con cierto momento
p; se ird acercando a una equipotencial determinada por h, hasta que p,, que es el mo-
mento perpendicular a la equipotencial, sea cero y p, que es el momento tangente a la
equipotencial, sea maximo, esto es

(4.2.2)

-1 1
i = o (et zumy) = 0.
P =g (f‘p +b2ypy)
1

Esto es cierto si la particula colisiona con una equipotencial. Nétese que realmente no
importa qué equipotencial sea, pues el término ¢, que diferencia una de las demds, no
aparece en[4.2.3] por la derivada. Por lo tanto, cuando esta expresion se cumple

Py =pi+0p (4.2.4)

Si bien, la expresion aplica para cualquier equipotencial, la dindmica no es la misma
para cualquier equipotencial.

Los métodos numéricos dan un valor de la posicidn por cada paso, por lo que el cédigo del
apéndice [A] encargado de resolver las ecuaciones diferenciales da un conjunto de valores
para la posicion y otro para el momento. Justo por esta forma de trabajar del cédigo es
que no es posible encontrar los puntos exactos donde se cumpla la condicién 4.2.3] En
el movimiento de la particula en la mesa de billar puede observarse que hay un instante
donde el momento tiene una direccidn, respecto a —n, pasa a tener direccion tal que
—p-n = 0y después el momento cambia de direccién respecto a —n de nuevo, pero como
las colisiones no son especulares, no se puede asegurar que tenga la misma magnitud que
antes, ni la misma direccidn, justo como se ve en la figura Pero algo es claro, y es
que el valor del producto escalar cambia de signo, y esto es lo que detecta el c6digo. Este
método esta basado en la referencia [[11]].

En la figura 4.5 se muestran diferentes trayectorias junto con sus respectivos mapas de
Poincaré. Por si solos, no son muy diferentes, a primera vista, de los mapas para un billar
eliptico de paredes duras. En la figura [4.6] se muestran distintos mapas de Poincaré para
diferentes condiciones iniciales y diferentes durezas; donde conforme se aumenta el valor
de h, la forma se va asemejando mds a la del billar duro. En los mapas se observa un
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i

Figura 4.4: Cambio de direcciéon del momento al llegar a la equipotencial, donde el vector
verde es el momento p, el azul 7 es un vector normal a la equipotencial, que es la curva
negra. Se puede observar que el producto escalar de p'y —# tiene un cambio de signo, por
lo que hubo un punto donde —p'- 7 = 0.

punto el origen, esto es porque el c6digo genera un vector (0,0, 0,0) al que se le agregan
los valores de posiciéon y momento, por lo que este punto no debe ser tomado en cuenta. Ya
que las islas mds grandes rodean 2 puntos especificos, (6,p;) = (—=5,0)y (0, p:) = (35,0),
se entiende que estos son puntos inestables. Sin embargo, pueden verse trayectorias que
forman islas en puntos distintos a los demas, como se ve en [4.6(c). En la figura se
observan mejor estas islas, donde algunas trayectorias no rodean el mismo punto que las
demas, y terminan por reducir las propiedades ergddicas del sistema [19].

Para durezas menores a 3 es posible observar regiones con puntos dispersos, que no for-
man islas alrededor de puntos inestables, lo cudl se debe a trayectorias caéticas. Tanto
en4.6|como en.7]aparecen trayectorias cadticas. A pesar de que ambas figuras muestran
el mismo sistema hamiltoniano, los valores ¢ y h hacen que los mapas sean distintos. El
pardmetro h es el que permite la transicién a un movimiento cadtico en ciertas regiones
de la mesa de billar.

Entre las diferencias que se pueden notar entre los billares elipticos duros [11] y suaves
son las trayectorias en D, pues cuando se suaviza la frontera, la particula no toca esta, a
menos que los valores de h sean altos. Ademads, en las secciones de Poincaré de los billares
suaves se observan trayectorias que forman islas en puntos de equilibrio inestables, islas
que no son observadas en las secciones para el caso duro. Por dltimo, en billares elipticos
suaves, sus secciones de Poincaré muestran pérdida de regularidad de las trayectorias para
valores bajos de h, mientras que en el caso duro, todas las trayectorias son regulares. Con
esto, se puede esperar encontrar las diferencias que puede haber entre el billar triangular
duro y el suave.

Z Y | P Py
(a) | -0.0671744528426824 | 0.4 | 1.0 | 0.55091257537668043

(b) | 0.13282554715731765 | 0.4 | 0.0 | 1.4100987599123218
(c) | -0.06717445284268242 | 0.4 | 1.0 1.0

Tabla 4.1: Tabla de condiciones iniciales de los billares mostrados en la ﬁgura
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Figura 4.5: Ejemplos de billares elipticos suaves con sus mapas de Poincaré, con excen-
tricidad e = 0.72 y energia £ = 0. En (a) se muestra la trayectoria de una particula en una
mesa con dureza de h = 1, y (b) es su respectivo mapa. (c) es la trayectoria de la particula
en una mesa con dureza de h = 3, donde (d) es su respectivo mapa. En (e) la trayecto-
ria tiene una dureza de i = 20 y (f) es su respectivo mapa. Las condiciones iniciales se
muestran en la tabla[d. ]
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donde la mesa de billar tiene una excentricidad e = 0.72. En (a) h = 0.5, en (b) h = 2.5,

Figura 4.6: Mapas de Poincaré para diferentes condiciones iniciales y valores de dureza;
en(c) h =6yen (d) h = 18, en todos los casos la energia es & = 0.
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©

Figura 4.7: Mapas de Poincaré para diferentes condiciones iniciales y valores de dureza;
donde la mesa de billar tiene una excentricidad e = 0.84. En (a) h = 0.5, en (b) h = 1.5,
en(c)h=2.5,en(d) h =6y (e) h = 18, en todos los casos la energia es £ = 0.
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Capitulo 5

Billar Triangular

El interés del billar triangular viene de su equivalencia con el movimiento de 3 particulas
en un anillo, donde la forma de la frontera triangular esta relacionada con las masas de
las particulas [27]. Ademads, estos billares muestran propiedades de interés para la teoria
ergddica [10], donde algunas se pueden ver a través de un mapa de Poincaré. El suavizar el
billar triangular con un potencial, implica que las 3 particulas del anillo interactian entre
ellas. Por lo que resolver un billar triangular suave es equivalente a resolver la dindmica de
3 cuerpos. En esta seccion se analiza la dindmica del billar triangular, tanto el de paredes
duras como el de paredes suaves y comparar resultados de ambos casos, haciendo uso de
lo visto en el capitulo

5.1. Billar triangular duro

Para poder analizar el billar triangular, es necesario definir la frontera. Debido a las esqui-
nas, es necesario definir la mesa de billar con una frontera por partes, esta es

ODyi = {(z,y) 1y = 0,y = muz,y = max + Y1}, (5.1.1)

y la mesa de billar, D;,.;, serian todos los puntos contenidos por la frontera. Este modelo lo
que contempla es a una particula moviéndose dentro de la frontera, como particula libre,
que choca con ellas de manera especular, esto es, el &ngulo con el que la particula incide
a la frontera es el mismo con el que se refleja. Con esto, la velocidad después de impactar,
Uy, en términos de la velocidad antes de impactar, ¥, es

A

Tp = 0; — 2(%; - N)N, (5.1.2)

donde N es el vector perpendicular a la frontera en el punto de colision.

Ya que la frontera estd definida por lineas rectas de la forma f(z,y) =y — mx —b =0,
un vector normal a la frontera es

Vi -1

N = — -
IV f] m2+1

(—m, 1). (5.1.3)
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Puede observarse que el vector es constante para cada linea, por lo que una misma velo-
cidad incidente tendra el mismo dngulo de reflexion en toda la linea.

La frontera 0D;,; cuenta con 3 esquinas, puntos donde no es diferenciable. En un billar,
la trayectoria de una particula estd definida para todo ¢, siempre y cuando las condiciones
iniciales estén dentro de la mesa de billar, excepto en 2 ocasiones, cuando la particula
colisiona con una esquina; o cuando los tiempos de colisién {t,,} tienen un punto de
acumulacion [S]. Todas las colisiones con la frontera, exceptuando las 3 esquinas, son
regulares, esto es, la velocidad de la particula no es tangente a la frontera.

La trayectoria de una particula en una mesa de billar triangular se resolvidé por medio de
un cédigo mostrado en el apéndice [A] El cédigo resuelve las ecuaciones candnicas de
manera numérica, y cada punto arrojado es evaluado en una funcién que determina si la
particula contintia dentro de la mesa de billar. Una vez se detecte que la particula tocé la
frontera, otra funcién serd la encargada de modificar la velocidad de acuerdo con m
que en conjunto con su nueva posicion, forman las nuevas condiciones iniciales con las
que el programa resuelve de nuevo las ecuaciones candnicas. Este proceso se repite hasta
que cumpla con el nimero de colisiones dadas por el usuario. En la figura[5.1| se muestran
ejemplos con colisiones regulares.

Figura 5.1: Billares triangulares para diferentes condiciones iniciales. La frontera de los
4 casos esta definida por 3 dngulos: o = 1.249, § = 1.11 y v = 0.7854. Las condiciones
iniciales se muestran en la tabla [5.1} En todos los casos se tienen 50 colisiones para una
mejor visualizacién de las trayectorias.

A pesar de que en la figura[5.1(d) pareciese que la trayectoria toca una de las esquinas, la
realidad es que esto no ocurre; una apreciacion més de cerca puede comprobar esto. Ade-
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o Y Dz Py
(a) 2.0 2.0 | 6.963692 | 6.930461
(b) 2.0 4.0 -6.72 4.6154
(c) 3.0 1.0 | 5.654514 | -7.873487
(d) | 1.2401643076923081 | 2.0 | 5.963692 | 6.930461

Tabla 5.1: Condiciones inciales de los billares de

mds, el programa no toma en cuenta mas que colisiones regulares; las colisiones con las
esquinas quedan descartadas por el programa porque en ellas la posicion de la particula
no es diferenciable, y dado que solamente son posibles en 3 puntos exactos, la probabili-
dad de que una trayectoria pase por esos puntos es baja. De igual forma, no se toman en
cuenta las colisiones completamente tangentes a la frontera, pues este tipo de colisiones
son incapaces de generar nuevas condiciones iniciales para continuar con el proceso de la
solucion de las ecuaciones candnicas.

Es posible encontrar trayectorias periddicas, esto es, trayectorias que regresan al mismo
punto después de una cantidad de colisiones con la frontera. Por lo que la seccién de Poin-
caré se debe ver una cantidad fija de puntos una vez se complete se regrese al punto inicial.
En la figura[5.2] puede observarse que a la onceava colision la trayectoria es perpendicular
a la frontera, por lo que la particula regresa sobre la misma trayectoria; de hecho, la dife-
rencia entre (b) y (c) es una linea recta horizontal. En la colisién 23 la trayectoria vuelve a
ser perpendicular a la frontera, y de nuevo la particula regresa sobre la misma trayectoria,
razon por la que a la colisidn 250, la trayectoria no se diferencia mucho de (b) y (c).

Como se menciond anteriormente, el modelo del movimiento de 3 particulas en un anillo
tiene una equivalencia con un billar triangular [11],n la figura|5.3|se muestran representa-
ciones de ambos sistemas. Al calcular la energia total del sistema, tomando en cuenta que
estas no interactian entre ellas, se obtiene la energia cinética de 3 particulas, que se puede
reescribir como la energia cinética de una tnica particula con velocidad W = U161+ Uz Es.
La mesa de billar cuenta con 3 lados, [, 5 y l5, con sus respectivas alturas hy, ho y hg, el
vector €, es paralelo a hy y é; a [;. El vector w puede rotarse por medio de una matriz,
de modo que ahora tiene componentes paralelos a hy y lo. Como se sabe, la matriz de
rotacion depende de los dngulos, y se puede mostrar que estos dependen de las masas de
las particulas. Los lados de la mesa de billar triangular, al igual que los dngulos, estdn
definidos por los valores de las masas [27]], de la forma

mlM

tanf, — , (5.1.4)
mamms
M

tan fy = | 120 (5.1.5)
mims
M

tan s = | B3 (5.1.6)
mime

donde M es la masa total del sistema.

Se puede variar el valor de las masas para obtener diferentes dngulos. Por ejemplo, que

33 PROYECTO TERMINAL II



5.1. BILLAR TRIANGULAR DURO CAPITULO 5. BILLAR TRIANGULAR

(a) (b)

AN N

0 2 4 6 8 0 2 4 6 8

(c) (d)

Figura 5.2: Billar triangular, donde la particula tiene una trayectoria periddica. La fron-
tera esta definida por lineas rectas que se interceptan, con dngulos o = 1.249, g = 1.11

y v = 0.7854. En las cuatro imdgenes, las condiciones iniciales son (z,y, p.,p,) =
(2.0,1.0, —6.9636923076923072, 0.0), donde (a) son 7 colisiones, en (b) son 11, en (c)
son 22 y en (d) son 250.

l
h, hs

hy

h

(a) (b)

Figura 5.3: (a)Tres particulas en un anillo y (b) la mesa de billar a la que es equivalente.
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z, Yy Dz Py
(a) 3 3 -15 4
(b) | 0.891500 | 3.4151548 | 15.148480 | 10.4891
(c) 2 1 3.148480 | 6.148480
(d) | 0.818618 1 -6.148480 0.0

Tabla 5.2: Condiciones iniciales de los billares de

uno de los dngulos sea 7, que podria ser ¢, por lo que

T moM
tanf, = tan — = 2

— 00, (5.1.7)
mims

de modo que o m; = 0 0 mg = 0, en cualquier caso, esto llevaria a que uno de los otros
angulos restantes sea cero y otro 7. Entonces, este dejaria de ser un billar triangular y
seria el movimiento de 2 particulas sobre una linea [3].

Podria parecer que es imposible construir un tridngulo rectdngulo porque cuando un 4n-
gulo es de 7, uno de los 2 restantes es forzado a ser cero y otro a ser también 7. Sin
embargo, tomando en cuenta la relacion de la masa con los dngulos, se tiene que

ma

cot By cot b3 = A (5.1.8)
m

cot 8y cot 3 = MQ’ (5.1.9)
m

cot 0 cot Oy = M‘”’ (5.1.10)

entonces, de nuevo, siendo 0 = 7, lleva a que 0 m; = 0 0 m3 = 0, en cualquier caso, se
termina con que
cot 0, cot O3 = @,
M
lo cual permite elegir arbitrariamente valores para ¢, y 63 manteniendo el hecho de que

En caso de que suponga que mo — oo se llega a la misma conclusion, que el movimiento
de las tres particulas, ahora es el movimiento de 2 particulas en una linea. Esto porque
al my ser muy grande, necesitard una energia cinética grande para moverse, cosa que no
pasa con m; y mg. Entonces estas dos serian las tinicas que se moverian, pero sin poder
completar el movimiento en el anillo debido a que m, se interpondria en el camino.

Si bien las trayectorias de las particulas en las mesas de billar ayudan a visualizar su mo-
vimiento, el mapa de Poincaré muestra en mejor medida el movimiento de la particula. En
la siguiente seccion se muestran diferentes billares para tridngulos con dngulos multiplos
racionales e irracionales de 7.
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(a) (b)

(©) (d)

Figura 5.4: Ejemplos de billares cuya mesa es un tridngulo rectdngulo. Las condiciones
iniciales para cada billar se muestran en la tabla [5.2] Todos los casos con 50 colisiones
con la frontera.

5.2. Mapa de Poincaré

Para un mapa de Poincaré de un billar duro, se toma en cuenta la longitud de arco y el
momento tangente a la frontera. Para el billar eliptico, las coordenadas usadas fueron el
angulo polar y el momento tangente del punto de colisién, pero para el dngulo polar es
necesario establecer un punto de referencia para medirlo. En el caso de la longitud de arco,
no es necesario un punto de referencia, por lo que se puede aplicar a diferentes tridngulos.

La mesa de billar estd formada por lineas rectas, por lo que la longitud de arco por cada
pared de la frontera, es

s = /x V1 [f())2dt = /Z V1+m2dt =vV1+m?(z — a). (5.2.1)

El problema es que la longitud de arco no toma en cuenta la direccién de la recta, no sabe
si esta crece o decrece. Para esto, hay que definir un sentido de las mediciones, que serd
en sentido antihorario, al igual que para la medicién del momento tangente, tomando al
origen como el punto de inicio para las mediciones.

Para calcular el momento tangente es necesario un vector tangente a la frontera. El vector
que dibuja una linea recta es

7= (z,y) = (z,mz +b),
por lo que

T = 1, m> (5.2.2)
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es un vector tangente a una recta. Como la frontera se forma por 3 rectas, es necesario
usar 3 vectores tangentes.

En la figura[5.5] se muestran los mapas de Poincaré de distintos billares presentados en la
seccion anterior. Para un billar de paredes duras, como el circular o el eliptico, la forma
del mapa es regular. Para la mesa de billar triangular rectangular, el mapa si es regular,
porque muestra lineas rectas, pero para el otro billar triangular las lineas desaparecen.

---------

----------------

(2 (h)

Figura 5.5: Billares triangulares con sus respectivos mapas de Poincaré, donde los mapas
contemplan 500 colisiones con la frontera.
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La importancia del billar triangular radica en su equivalencia con el movimiento de 3
masas, porque si es ergddico, entonces el sistema de 3 cuerpos sin interaccion también
lo debe ser, esto es, los promedios del espacio fase son los mismos que el promedio
temporal [[18]]. Si bien se menciona como corolario que un sistema mecédnico de dos masas
puntuales eldsticas sobre una linea es tipicamente ergédico [10], en la figura[5.5|(f) y (h)
muestran regularidad en el espacio fase, pero esto no es suficiente para determinar si
el sistema es ergédico o no. En la referencia [28]] se analiza la ergodicidad de billares
triangulares rectangulares con dngulos mdltiplos irracionales de 7, concluyendo que estos
son ergddicos, sin tener como foco central el mapa de Poincaré.

Las mesas de billar que son tridngulos rectangulos irracionales no son los tunicos poligo-
nos que permiten la ergodicidad; es posible la existencia de billares poligonales ergédicos
diferentes cuando el 4ngulo de sus esquinas son multiplos irracionales de 7 [29]. Existen,
también, mesas de billar triangulares elongadas tales que el billar es un sistema mezclado,
y por lo tanto, es ergddico [30]. De igual manera, en [31/] se muestra que un billar triangu-
lar donde todos los dngulos de la mesa de billar son irracionales, es un sistema mezclado.
En el presente trabajo no se demostraran las propiedades ergddicas de los billares triangu-
lares. Sin embargo, se muestran los mapas de Poincaré para mesas de billar con dngulos
irracionales.

En la figura [5.6] se muestran los billares y sus respectivos mapas de Poincaré para una
mesa triangular con todos los dngulos multiplos irracionales de 7, y una mesa triangular
rectangular con 2 dngulos multiplos irracionales de 7, donde ambos son ergddicos [32].

ol Y Da Dy
(a) | 3.240164 | 2.0 | 5.963692 | 6.930461

(b) | 2.18618 | 1 | -61.48480 3.0

Tabla 5.3: Condiciones iniciales de los billares mostrados en la ﬁgura
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(© )

Figura 5.6: Billares triangulares, donde (a) tiene una mesa de billar con todos sus 4n-

m(4—V2) v = ”(121_\/5)), con 100 colisiones con la

gulos irracionales (o = 4\%, B="F"Y"T= "1
frontera. Mientras que (b) es su respectivo mapa de Poincaré, pero tomando en cuenta
10000 colisiones. Para (c), la mesa es un tridngulo rectdngulo con 2 dngulos irracionales
(a = @, g = W(%‘/g) y 7 = %), con 100 colisiones a la frontera. Mientras que
(d) es su respectivo mapa de Poincaré con 10000 colisiones. Las condiciones iniciales se

muestran en la table @

5.3. Billar triangular suave

Al igual que el billar eliptico, el billar triangular de paredes duras puede suavizarse al
agregar un potencial suave. Sin embargo, el significado de tal sistema va mds alld de una
particula moviéndose dentro de una frontera. El billar triangular es equivalente al movi-
miento de 3 particulas no interactuantes en un anillo, de modo que la funcién hamiltoniana
que describe el sistema es

1 1 1
H = §m11}f + §m2v§ + §m3v§ + 5([2 - ll) + 5(l3 - lg) + 5(l1 - lg + L), (531)

donde /; son las longitudes de arco de la particula < y donde L es la circunferencia del
anillo. Como se sabe [27], la energia cinética de las 3 particulas se puede reducir a la de
una sola, tal que

H=T+6lys—1l)+ (3 —1)+(ly —ls+ L), (5.3.2)
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donde las funciones delta representan las colisiones entre particulas, pues no pueden ocu-
par el mismo espacio al mismo tiempo. En la equivalencia con el modelo de un billar
triangular, una colisién entre particulas equivale a una colision de una particula con la
frontera por el cambio en las velocidades.

En el caso del billar eliptico, suavizarlo implicaba agregar un potencial a la funcion ha-
miltoniana de la particula. En el caso del billar triangular no es diferente, a la funcién
hamiltoniana de una particula en una frontera triangular 9D,,; se le agrega un potencial
que contempla la ecuacién de la frontera. El problema es que la frontera esta definida por
3 lineas rectas que son las paredes, por lo que debe haber 3 potenciales, uno por cada
pared.

Los tres potenciales en [, que suavizan cada pared, tienen una interpretacion en el sis-
tema de 3 particulas y es que hay una interaccion suave entre ellas, no Gnicamente las
colisiones. La interaccion entre ellas debe depender de los pardmetros de dureza porque
son los que causan la transicion a un billar de paredes duras; esto es, los potenciales de-
ben convertirse en deltas en la transicién de billar suave a billar duro. Cada pared tiene su
propio parametro de dureza, por lo que

lo —1 la — 1 i —1 L
H:T'i‘Vu(Q 1>+V23<3h 2)+v13<13+>, (5.3.3)

h12 23 h13

Donde h;; es el pardmetro de la dureza para la pared del potencial. La forma de esta
funcién hamiltoniana fue analizada en [33]], donde se propone que

h h L
H =T+ Vis(—y) + Va3 (”(ay - bx)) + Vi (”(cy +br) — ) . (534)
has hs1 I3
tal que
m;
m;
y
1
a= , (5.3.6)
L+
/ 1
b=a M, (5.3.7)
V32
Cc = avya- (5.3.8)

De la ecuacion puede notarse que los pardmetros de dureza no cambian los valores
de los dngulos de la mesa de billar, pero si afectan la dindmica de una particula en esta; lo
unico que cambia los dngulos son las masas del sistema equivalente de tres particulas.

Una de las propuestas para potencial que se puede agregar a la funciéon hamiltoniana es la
funcién error, de modo que

h L
H =T +erf(—y) + erf <hl2(ay — b:z:)) + erf (u(cy + bx) — > : (5.3.9)
23
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Figura 5.7: Potenciales para un billar triangular, con v2; = 5.0, v31 = 1.0y 732 = 0.2.
Donde (a) tiene L/hs; = 10, (b) L/h3; = 30y (c) L/hg; = 100.

En la figura[5.7) se muestra la forma del potencial con diferentes valores de la dureza. Es
facil notar que conforme va aumentando el valor de L/hs;, el billar tiende a ser uno de
paredes duras.

El siguiente paso es obtener la trayectoria de la particula en una mesa de billar a partir de
las ecuaciones de movimiento. Usando las ecuaciones candnicas se tiene que

i = py, (5.3.10)
J =Dy, (5.3.11)

de esta forma también

. 2bhyy | 1 h2, 2] 1 (hm L>2

. = —exp |[—5=(ay — b — —exp |— | —=(cy + bx) — —

o= [h% p |~y = 7] = exp | (2 ve) -
(5.3.12)

VT has/m

2Ch,12 h12 L 2
— — | == br) — — . 5.3.13
hglﬁeXp[ (31 (cy +ba) h31> ] 6313

El problema es que no se pueden definir condiciones iniciales a partir de la energia del
sistema de la misma manera que se hizo con el billar eliptico suave. Para definir las con-
diciones iniciales en un c6digo, es necesario saber la forma de la equipotencial, para cada

2 2ah h 2
By = ——=exp(—%) — —Lexp [— (h—;z(ay - bx)) ]
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valor de la energia hay una equipotencial. El problema radica en que la funcién error in-
versa no actiia sobre cada potencial, sino que actia sobre la suma de potenciales, y esto
no da las lineas que forman la frontera.

Existe una parametrizacién de un tridngulo, que es de la forma

1 2

5(3:2 + % + 227y — §y3) =0.1667, (5.3.14)
tomada de la referencia [34]], que se puede meter en una funcién error. Este potencial seria
de la forma

1 2
V(z,y) = erf (h (5(952 + %+ 22y — §y3) — 0.1667)) . (5.3.15)

En la figura [5.8] se muestra este potencial para diferentes valores de la dureza h. De este
potencial, las equipotenciales son tridngulos, y con €l es posible trabajar de una manera
mads sencilla con métodos numéricos convencionales. Un inconveniente es que se estaria
trabajando con un tridngulo especifico.

Figura 5.8: Potencial funcidn error para diferentes durezas. Donde (a) tiene h = 3.5, (b)
tiene h = 10y (c) tiene i = 100.
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Conclusiones

En este trabajo se pudo resolver las ecuaciones de movimiento de un billar eliptico suave,
determinar la trayectoria de una particula en la mesa de billar y sus respectivos mapas de
Poincaré. Ademads, se pudo determinar la trayectoria para una particula en una mesa de
billar triangular, para diferentes valores de dngulos, y los mapas de Poincaré asociados a
estas trayectorias. Y ademads se determinaron las ecuaciones de movimiento de un billar
triangular suave.

Se concluye que, al observar los mapas de Poincaré para el billar eliptico suave, el movi-
miento cadtico, por la sensibilidad en las condiciones iniciales, aparece en ciertas regio-
nes, regiones que se modulan por medio del pardmetro h, pues para valores especificos
de este es que aparece y desaparece la regularidad, prevaleciendo el caos para valores
pequeios de h, pues a valores grandes la regularidad en el espacio fase va apareciendo,
confirmando los resultados mostrados en la referencia [12]]. Ademads, se concluye que es
posible la existencia de islas de estabilidad en el mapa que disminuyen el caos en este,
pues ocupan area que deberia corresponder a un movimiento cadtico, confirmando las
afirmaciones de la referencia [[12]]. También se puede observar que el movimiento cadtico
tiene una dependencia en la forma de la frontera, pues para ciertos valores de la excentri-
cidad es que aparecen mads islas en las secciones de Poincaré, reduciendo el movimiento
cadtico.

También se concluye que es posible perder la regularidad del espacio para el billar trian-
gular duro; la aparicién o pérdida de la regularidad depende de los dngulos. Es bien sabido
que en billares duros la dindmica depende completamente de la geometria de la frontera;
no es comun que se pierda completamente la regularidad en el espacio fase por el cambio
de esta. Los billares con angulos multiplos irracionales de 7 son aquellos con menor regu-
laridad en su espacio fase, lo que concuerda con sus propiedades ergédicas mencionadas
en la literatura consultada en este trabajo.

En el caso del billar triangular suave, que cada potencial sea en funcién de uno de los
lados de la frontera de la mesa de billar, implica que, en el modelo de 3 particulas, hay
una interaccion por pares entre cada una de las particulas, lo que se asemeja a un problema
de los 3 cuerpos clésico.

El trabajo realizado en este documento es una introduccién para el estudio de un billar
triangular suave con la parametrizacién mostrada en[5.8] y para el estudio de caos cudntico
en poligonos triangulares con dngulos multiplos irracionales de 7 [32]].
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Apéndice A

Codigos

[ 1: using DifferentialEquations
[ 1: using Plots

[ 1: ueing LinearAlgebra

[ 1: using LaTeXStrings

[ 1: function billareliptico{du,u,p,t)#ecuaciones de movimiento con p=[h,b],

GLI:{x, y,Pi,Py}

dul1]=ul3] #dz/di=py

dul2]=(-4#*p[1]*u[1]/sqrt( )} * exp(-p[1]1°2 * (u[1]1"2 + u[2]"2/p[2]1"2 -,
wl1)~2) #dpa/dt

du[2]=u4] #dy/dt=py

dul4]=(-4*p[1]+a[2]/(p[2]1 "2 * sqrt()}) * exp(-pl[1]172 * (u[i]1~2 + u[2]"2/
wpl21°2 - 1)~2) #dpy/dt

end

[ 1: function Vxy(xz,y,p)#p=(h,b)
potencial=erf(pl[i] * (x"2 + y~2/pl[2]°2 - 1))
return potencial
end

[ 1: function printbillarelip(a,b}#Funcién para pintar la frontera del billary
weliptico
paso=range (0,stop=2 , length=1000)[2]
coor=vcat (collect{pasc:paso: 2 -paso) ,pasc)
plot!(a.*cos. ( coor),b.*sin. ( coor),legend=false ,aspect_ratio=:
~equal,tichks=false,linecolor=:black, framestyle=:none)
end

[ 1: function Elu,V,p)#Energia del sistema con p=(h,b)
energia=0.5+u[3] + 0.5+u[4] +Vxy(x,y,p)
return energia

end
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[ 1: function condiciones(y,E,p)#p=(h,b)
b=pl[2]
b=pl1]
al=y™2 / b2
xm=sqrt (erfinv(E)/h -al+1)
x=rand (-xm:0.05: m)
pmax=sqrt (2+ (E-Vxy(x,7,p)))
pr=rand(0.0:0.5: pmax)
pr=sqrt(2+(E-Vxy (x,y,p))- px"2)
return [x,y,px,py]
end

[ 1: function colisiones(u,solt,p)
solucion=reduce(vcat, [reshape(row,1,:) for row in ul)#dcomoda lao solucidng
wun en una matriz
qr=solucion[:,1]
gy=sclucion[:,2]
pr=sclucion[:,3]
py=solucion[:,4]
h=p[1]
b=pl2]
condicion, celieion=[[] for i=1:2]#arregle vacie para guardar la solucidn
colisiones=zeros(1,4) #matriz donde se guardan los puntos de colisidn
for i in 1:size(qgx,1)
magnitudn=sqrt(qx[i] "2 + (qy[i]/b)"2)
o=[-qx[i], -qy[i]l/b 2] /magnitudn
p=[px[il,py[il]
condi=dot(p,n)
append! (condicion,condi)
end
for k in 2:size(qgx,1)
if (condicion[k-1]#condicion[k]<0) && (condiciom[k-11<0)
append! (colision,k)
end

for 1 in 1:size(colision,1)
colisiones=[colisiones; transpose(ulcelisien[1]]1)]

return colisiones
end

[ 1: function mapadepoincare{u,solt,p)
choques=colisiones(u,solt,p)
xc=choques[1:end,1]
yc=choques[1:end,2]
prc=choques[1:end,2]
pyc=cheques[1:end,4]
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h=p[1i]
b=p[2]
memtan, angule= [[0 for j=1:2]
for i in 1:size(xc,1)
=0
momento=[prelil ,pyelil]
t=[-ycl[i] ,b* xclil]
vectan=t
pt=dot (memento, vectan)
if xe[il>0 && ye[il>0
+= atan(ycl[il/xc[i])
elseif xc[i]<0 && yc[il>0
+= atan(yc[il/xc[i])+ pi
elaseif xcl[i]<0 && ye[il<0
+= atan(yc[il/xc[il)-pi
elseif zc[i]>0 && yc[il<O
+= atan(yc[il/xc[i])
end
append! (momtan, pt)
append! (angulo, )

end
scatter!([angulo] , [momtan] ,ms=2,legend=false,xlabel=L"\theta",
uylabel=L"p_t", xticks=([-:/2: ;]1,["-","=/2","0" " /2" v v]})
ylims! (-1,1)
wlims! (-, )
end

[ 1: #Ejmeplo de billar elipiico
h=2 ; b=0.6939740629158989
t=100
p=[h,b]
intervalo=(0.0,t)
e=0.0
CI=condiciones(0.4,e,p)
println(CI)
prob=0DEProblen(billareliptico,CI,intervalo,p)
sol=solve(prob,RK065(), dt=le-5 + le-3#abs(Vzy(CI[1],CI[2],p)))
gr=[sol.u[i] [1] for i in 1:lemngth(sol.t)]
qy=[sol.uli] [2] for i in 1:length(sol.t)]

plot(gz,qy)
printbillarelip(1,0.6929740629158989)

#En case de querer el mapa de Poincaré, se toman como comentarie las lineas,
wde plot y de printibillarelip

#y se quita el comentario a la linea de mapadepoincare

#mapadepoincare(sol.u,sol.t,p)
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[:]:

L]

[l

1

ARREYBRRERERR B G RRERERRE YRRV RR B RRPRB YRR AR AR Y
AAREHAHEARF#Codigo para un billar tringulardd¥dRdsdsdss
B e T T da i as i

function part_lib!{du,u,p,t)#ecuaciones de movimiento gque son un de particulay

ulibre
dul1]=ul3] #dz/di=pz
du[2]=ul4] #dy/di=py
du[3]=0 #dpz/di=0
du(4]=0 #dpy/di=0
end

function printbillartri(A,B)#funcién que pinta la frontera tomando las esquinas

bi=A[1]

al=A[2]

mil=al/bl

a2=B[2]-A[2]

b2=B[1]-A[1]

m2=a2/ b2

b=A[2]-A[1])*m2
fi(x)=ml+x
f2(x)=b+m2*x
£3(x)=0
plot ()
plot(f1,0,A[1],1c=:black)
plot! (£2,A[1] ,B[1] ,1c=:black)
plot! (£3,0,B[1],lc=:black,legend=false, framestyle=:none)
xlims! (0,B[1])
ylims! (0,al+5)
end

function fronteral(x,y,A,B)#funcién gue detecta si la particula se encuenira,

udentro de la frontera
bi1=A[1]
al=A[2]
mi=al/bil
a2=B[2]-A[2]
b2=B[1]-A[1]
m2=a2/b2
b=A[2]-A[1]+m2
yi=mi*x
y2=m2+x+b
if y»=0
if 0<x &k x<=A[1]
y<=yi
elseif A[1]<x && x<=B[1]
ye=y2
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end
elseif y<0
y=
end
end

[ 1:  function billares(CI,A,B)#Funcidn gque da la pesicién de colisidn en un billar,
wiriangular dure
lapsc=(0.0,1.0)
prob=0DEProblen(part_lib!,CI,lapso)
global sol=solve (prob,RK4(),saveat=0.0001)#resuelve las ecuaciones de
wmovimiento
indice=0
for i in 1:length(sol.t)#rutina que detecta cudndo la particula salié de lay
ufrontera
if fronmteral(sol.ulil[1],sol.u([i] [2],4,B)==false
indice=i-1
break
end
end
x=[sol.u[i] [1] for i in 1:indice]#arreglos gue dan la posicidn y momento de
wla particula demire de la frontiera
y=[sol.u[i] [2] for i in 1:indice]
pr=[sol.u[i] [2] for i in 1:indice]
py=[scl.ulil[4] for i in 1:indice]

return x,y,px,py
end

[ 1: function especular!(un,A,B)#Funcién que me da la velcidad de reflemidn en el
wbillar dure triangular
mi=A[2]/A[1] #mi=(y2-yi)/(z2-z1) pero agqui yi=z1=0
m2=A[2]/(A[1]-B[1]) #m2=(y3-y2)/(z3-z2) pero aqui y3=0
nil=sqrt(ml™2 +1)
n2=gqrt (m2”2+1)
normali=[-m1;1]1/nl1 #normal a la recta 1
normal2=[-m2;1]/n2 #normal & la recta 2 se calcula sacande el gradienie dey
wy=-mz=b
normal3=[0;-1] #nermal a la recta y=0
vi=[ul[3] ;ul4]] #velocidad imicial
alphal=2*dot (normall,vi)
alpha2=2+dot (normal2,vi)
alpha3=2+dot(normal3,vi)
if u[2]>0.01
if ul1])<=A[1] && u[11>0
u[3] -=alphal#*normali [1]
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[l

L1

u[4]-=alphal#*normali [2]
elaeif A[1]1<=ul1] && u[1]1<B[1]
u[2]-=alpha2+normal2[1]
u[4]-=alphaZ#normal2[2]
end

elseif u[2]<0.01
u[3]-=alpha3#normal3[1]
u[4]-=alpha3#normal3[2]
end

return ul[3], ul4]

end

function mapa2(u,A,B)#funcidén que da el mapa de Poincaré
a=A[1]
b=A[2]
c=B[1]
mi=b/a#pendiente de una recta
n2=b/(a-c) #pendiente de una recta
li=sqrt(a”2 + b~ 2)#longitud de arco de un lado de la frontera
12=sqrt((c-a)~2 + b"2) #longitud de arco de un lado de la frontera
13=c#longitud de arco de un lado de la frontera
p=[ul2],ul4]] #momento
vectangl=[1,m1]
nermi=norm(vectangl)
vectang2=[1,m2]
norm2=norm(vectang2)
if ul[2]<0.01#s es la longitud de arco, ptan es el momento tangen a lay
ufrontera
s=ul1]
ptan=dot ([1,0],p)
elseif ul[2]>0.01
if u[i]<a
1=sqrt (i + m172) * u[1]
=11 - 1 + 12 + 13
ptan=-dot(p,vectangl) /normi
elseif ulll>a
l=sqrt (i + m272) * (ul1]l - a)
=12 - 1 + 13
ptan=-dot (p,vectang2) /norm2
end

end
scatter!([s], [ptan] ,mc=:blue,ms=1,legend=false,xlabel=L"s", ylabel=L"p t")
end

function evolucion(CI,A,B,N)#Funcidn que obiiene fodas las trayectorias de umgy
ubillar duro triangular
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solver = RK4();
icolisien = O
qx , qFy, px, py = billares(CI, A,B)#
w0 = [last(gx) , last(qy) , last(px) , last(py)]
println(u0)
icolisien += 1
while icolision < N
#mapa2(u0,4,B)
especular! (u0, A,B)
prob = ODEProblem(part_lib! , u0 , (0.0,1.0))
s0l = solve(prob, solver, saveat = 0.001)

qx2 = [sol.u[i] [1] for i im 1:length(sol.u}]
qy2 = [eel.uli]l [2] for i in 1:length(sol.u)]
px2 = [sol.ulil[2] for i im 1:length(socl.u)]
py2 = [sol.ul[i] [4] for i im 1:length(sol.u)]

qx2 , qy2 , px2 , py2 = billares(u0,A,B)
ul = [last(gx2) , last(qy2) , last(px2) , last(py2)]
append! (gx , gx2)
append! (gy , qy2)
append! (px , px2)
append! (py , py2)
qx2 , qy2 , px2 , py2 = billares(u0,A,B)
append! (gx , qx2)
append! (gy , qy2)
append! (px , px2)
append! (py , py2)
ul = [last(gx2) , last(qy2) , last(px2) , last(py2)]
icolision += 1
end
#mapa2 (ul,4,B)
plot!(gx,qy,lc=:red,legend=false)
#FEn caso de querer el mapa de poincaré se quita el comeniario de la funcidn,
wmapad y se comenta la linea que grafica la trayectoria
end

HERAREHEHECidigo para el billar ftriangular reclangulard###Sssssss

[ 1: function part_lib!{du,u,p,t)#ecuaciones de movimiento
dulil=u(2] #dz/di=pz
du[2]=ul4] #dy/di=py
du[3]=0 #dpz/di=0
dul4]=0 #dpy/dt=0
end
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[:]:

[

[1:

function printbilliard(A,B)#Funcidn que pinta la frontera tomando los 3 puntes,
ude la froniera.
a=A[2]
b=B[1]
m=-a/b
y(z)=a + m*x
yi(x)=0
plot(y,0,b,lc=:black,legend=false,franestyle=:none)
ylims! (0,a)
plot!(y1,0,b,lc=:black)
vline! ([0],lc=:black,framestyle=:none)
xlims! (0,b)
ylims! (0,b)
end

function frontera(x,y,A,B)#funcién gque detecta si la particula estd dentro dey
wla frontera

a=A[2]
b=B[1]
m=a/b
yl=a - m#*x
if x»=0
if y»>=0
y<=yl
elseif y<0
y==1
end
elseif z<0
==
end

end

function billares(CI,A,B)#Funcién gque da la posicién de colisién de lay,
uparticula en la frontera
lapsc=(0.0,1.0)
prob=0DEProblem(part_lib!,CI,lapso)
global sol=solve (prob,RK4() ,saveat=0.0001)#se resuclven las ecuaciones dey
awmovimiento
indice=0
for i in 1:length(sol.t)#rutina que detecia cudndo la particula sale de lay
ufroniera
if fromtera(sol.ul[i][1],s0l.ul[i][2],A,B)==false
indice=i-1
break
end
end
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x=[sol.u[i] [1] for i in 1:indice]#arreglos gue guardan la posicién de la,
uparticula dentre de la frontera

y=[scl.ulil[2] for i in 1:indice]

pr=[sel.uli][2] for i in 1:indice]

py=[sol.uli] [4] for i im 1:indice]

return x,y,px,py
end

[ 1: function especular!(u,A,B)#funcién gque da la velocidad de reflexiin
m=(B[2]-A[2])/(B[1]-A[1]) #pendiente de la hipotenusa
n=m"2 + 1
normali=[-m;1]
normal2=[-1;0]
normal3=[0;-1]
vi=[ul3] ;ul4]] #vector de velocidad
alphal=2+dot(normall,vi)
alpha2=2+dot (normal2,vi)
alpha3=2+dot (normal3,vi)
if ul2]<0.01

u[3]-=alpha3*normald[1]
u[4]-=alpha3+normal3 [2]
elseif u[2]>0.01
if u[1]<0.01
u[2]-=alpha2+normal2[1]
u[4]-=alpha2+normal2[2]
elseif u[1]>0.01 && u[1]<B[1]
u[2]-=alphal+normali[1]/n
u[4]-=alphal+normalil[2]/n
end
end
return u[3], ul4]
end

[ 1: function mapal(u,A,B)#Funcién gque da el mapa de Poincaré
a=A[2]
b=B[1]
m=-a/b
li=a#longitud de un lade de la frontera
12=gqrt(a”2 + b 2)#longitud de un lade de la frontera
13=b#longitud de un lado de la frontera
p=[ul3] ,ul4]] #vector de momenio
vectanl=[0,1]
vectan2=[1,m]
norm2=norn(vectan2)
vectan3=[1,0]
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if u[2]<0.01#s es la longitud de arco del punto de colisién y momiaon es el

wmomento tangente a ese punto

momtan=dot (vectan3,p)

g=uli]
elseif u[2]>0.01
if u[1]<0.01

memtan=-dot (vectani ,p)
=13 + 12 + 11 -u[Z2]

elseif u[1]1>0.01

l=sqrt (1 + m™2) * (u[1])

s=13 + 12 - 1

memtan=-dot (vectan2,p) /norm2

end
end

scatter!([s], [momtan] ,mc=:blue,ms=1,legend=false ,xlabel=L"s", ylabel=L"p_t")

end

[ 1: function evolucion(CI,A,B,N)#Funcidin que

ubillar trinagular rectangular

solver = RK4();
icolisien = 0

qr , qy, px, py = billares(CI, A,B)
u0 = [last(gx) , last(gy) , last(px) , last(py)]

println(u0)

icolision += 1

while icolision < N
#mapa2(u0,4,B)

especular! (ul, A,B)

prob = ODEPreblem(part_lib! , w0 , (0.0,1.0))
s0l = solve(prob, solver, saveat = 0.001)
[=2ol.ulil [1] for i

qx2

qy2 = [sel.u[il[2] for i
px2 = [sol.ul[il [3] for i
py2 = [=ol.u[i] [4] for i
v2 = billares(u0,A,B)
ul = [last{gz2) , last{qy2) , last(px2) , last(py2)]

gx2 , gy2 , px2 ,

append! (gx , qx2)
append! (qy , qyZ2)
append! (px , px2)
append! (py . py2)
gx2 , qy2 , px2 ,
append! (gx , gqx2)
append! (gy , qy2)
append! (px , px2)
append! (py , py2)

in 1:length(sol.
in 1:length(sol.
in 1:length(sol.
in 1:length(sol.

py2 = billares(u0,A,B)

u)]
u)]
u)]
u)]

ebtiene todas las trayecterias de umy

u® = [last{gz2) , last(qy2) , last(px2) , last(py2)]

icelisien += 1
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end
#mapa2 (u0,4,B)
plot!{gx,qy,lc=:red,legend=: false)

#En caso de querer el mapa de poincaré se quita el comeniario de la funcidnm,

wmapal y se comenis la linea gue grafica la ifrayectoria

end

[1:
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