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Resumen

Este proyecto tiene como finalidad mostrar como el método de Bootstrap resulta
util para estudiar potenciales de interaccién entre particulas, como lo es el potencial
de Yukawa, permitiendo asi formular un marco general para interacciones de ese ti-
po, es decir, con una estructura algebraica semejante. Para lograrlo, comenzaremos
por la explicacién puramente matematica en la que se expondra una serie de concep-
tos referentes al andlisis en variable compleja para comprender la implementacién
del método de Bootstrap. Se presentaran también, ejemplos sencillos para ilustrar
la aplicacion de la teoria matematica previamente expuesta, asi como alternativas
numéricas en el lenguaje simbdélico Mathematica para corroborar los resultados. Pos-
teriormente se explicara como usar la herramienta matemética en un problema fisico
y se ilustrara con ejemplos para sistemas de tres tipos: con un solo estado ligado,
con dos o mas estados ligados y con resonancias. De igual forma presentaremos
el potencial de Yukawa, una manera analitica de obtener sus estados ligados y lo
emplearemos como ejemplo para la implementacion del método de Bootstrap.



Introduccion

Dentro de la fisica cudntica se han desarrollado diversas teorias para estudiar los
cuatro tipos de interacciones que rigen la forma en la que se comporta la materia
y la energia en el universo: fuerte, débil, electromagnética y gravitacional. Gracias
a estas interracciones es que las particulas se relacionan para dar lugar a todos los
fenémenos que observamos en la naturaleza.

El modelo estandar (Standard Model o SM por sus siglas en inglés) es un conjunto
de teorias cuanticas de campos que clasifica a las particulas elementales en dos
grupos: fermiones y bosones. Los fermiones son las particulas que forman la materia
visible a nivel fundamental mientras que los bosones son las particulas que actian
como mediadoras de las interacciones. Cada tipo de interaccion es abordada por una
teoria distinta pero todas se basan en estudiar las interacciones producidas por el
intercambio de particulas portadoras. En el caso de la interaccién electromagnética,
el fotén; para la interaccion nuclear fuerte, los gluones y para la interaccién nuclear
débil, los bosones W* y Z. Los piones son otro tipo de particulas relevantes ya
que actian como mediadoras en algunos modelos efectivos para explicar fenémenos
asociados a la interaccion fuerte y a la vez, los quarks que los componen, interactiian
de la misma manera. [1] Sin embargo, modelos como el que se abordard en este
trabajo, que han aportado significativamente al entendimiento de estas interacciones,
estan limitados ya que no es posible hacer el analisis al nivel méas fundamental.Esto
es suficiente para motivarnos a pensar en los piones més como estddos hadronicos
que como particulas.

Es la combinacion de distintos tipos de particulas y de interacciones lo que da
origen a la variedad de formas en las que se manifiesta la materia, como la vemos
cotidianamente. La materia esta formada por atomos, en cuyos nicleos encontramos
protones y neutrones mientras que, orbitando los nicleos tenemos a los electrones.
Mas del 99 % de la masa del universo se debe a las particulas e interacciones que
tienen lugar en los nicleos atémicos. Algunos parametros con los que podemos cla-
sificar cualquier tipo de interaccién a nivel cudntico pueden ser estudiados mediante
procesos de dispersién(scattering)®, entre ellos, por ejemplo, la seccién transversal
o el tiempo de vida. Para las interacciones débiles tenemos cantidades del orden de
107%m? y 10~1%, respectivamente, mientras que para las interacciones fuertes son
del orden de 107m? y 10~?*s.[2]

El método de Bootstrap permite estudiar cualquier tipo de interaccién debido a
las ventajas que ofrece. Una de ellas es el hecho de que proporciona una alternativa

1A lo largo de este trabajo usaremos el término scattering aunque algunos autores lo traducen
como esparcimiento.
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a los métodos perturbativos, los que requieren un desarrollo en potencias utilizando
parametros tipicamente pequenos. Otra de sus ventajas es que estd basado en prin-
cipios fundamentales, como la conservacion de la probabilidad, simetrias de cruce y
analiticidad, que resultan ttiles para abordar problemas de manera general sin re-
querir informacién o parametros especificos que dependan del tipo de sistema. Es un
método con el que, debido a su naturaleza de remuestreo con reemplazo, podemos
construir mejores intervalos de confianza y asi, reducir incertidumbres de valores
medidos, lo que contribuye a la tarea de reconstruir la interaccién mediante la teoria
matematica con la que se complementa.

Para estudiar sistemas cuanticos microscopicos hacemos uso de la ecuacion de
Schrodinger que describe la evolucién temporal del estado del sistema. [3]. Para el
presente trabajo se considera la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo
y sin considerar efectos relativistas.[3]

Se puede obtener informacién acerca de las propiedades e interacciones de particu-
las mediante los procesos de dispersién. La clave se halla en que conocer el estado
final e inicial de un sistema permite reconstruir la interaccién que tuvo lugar. [3][4]

El objeto matematico que se analizara es la matriz S (matriz de dispersion),
que fue explorada en el trabajo previo.[5] Estudiar la matriz S como funcién del
momento complejo k£ permite conocer sus polos y comportamientos singulares asi
como la relacion que guardan con observables fisicas como la energia de estados
ligados, tiempos de vida de estados metaestables, etc. [6]

En el capitulo 1, se presentan las herramientas matematicas necesarias para el
analisis de funciones holomorfas en el plano complejo. Veremos que el Principio de
Modulo Méximo nos permite establecer una relacién entre los principios fundamen-
tales que rigen al sistema y las restricciones matematicas que se han de imponer a lo
largo del anélisis de la matriz S(k). También se explicard cémo se puede modificar
una matriz para volverla més facil de trabajar pero que siga preservando caracteristi-
cas tales que le permitan satisfacer el Principio de Médulo Méximo.[7] Se abordan
ejemplos para 3 tipos de sistema: con un estado ligado, con dos estados ligados y
con resonancias. Se incluyen también los codigos realizados en Mathematica para
proporcionar una solucion numérica y contrastar con lo explicado tedricamente. El
capitulo termina ofreciendo una perspectiva sobre la articulacién entre las predic-
ciones tedricas y los resultados experimentales, con el fin de reforzar la importancia
y utilidad del método.[6]

En el capitulo 2, se discute el potencial de Yukawa. Se da brevemente el contex-
to histérico bajo el que surge para después plantear el problema independiente del
tiempo para este potencial. Se comprobara que en un caso especifico se pueden obte-
ner los resultados correspondientes al potencial de Coulomb. Se expone un método
para tratar de dar una solucién analitica capaz de aproximarse de buena manera a
la solucion real. Al final del capitulo se presenta la manera de aplicar el método de
Bootstrap al potencial de Yukawa.



Capitulo 1

El método Bootstrap

Con el fin de darle sentido al contenido de este capitulo repasaremos brevemente
los fundamentos teéricos expuestos en la parte anterior de este trabajo.[5]. La matriz
S(k) es un objeto que relaciona los estados inicial y final de un sistema cuantico en
un proceso de dispersion. Se estudia en el plano complejo y posee caracteristicas con
implicaciones fisicas de interés. Los polos de la matriz S se relacionan con estados
ligados (si el polo es puramente imaginario y positivo) o con resonancias (si el polo es
complejo con parte imaginaria negativa)'. Es posible conocer también la intensidad
de acoplamiento de un estado ligado mediante el calculo del residuo de S en el polo
correspondiente o el tiempo de vida de un estado metaestable (resonancia). También
existen singularidades relacionadas con los comportamientos asintoticos de la matriz
S. Por ejemplo un potencial finito de rango a presenta un comportamiento asintético
S(k) ~ e~%*a cuando k es demasiado grande, que significa que a altas energfas el
unico cambio medido es un desfase de longitud a. Las propiedades de conservacion
de la probabilidad (S(k) < 1) y simetrias de cruce (S(k)* = S(—k*)) se encargan
de delimitar nuestra region de estudio, reduciéndola al semiplano superior complejo
(Uppe Half Plane, o UHP por sus siglas en inglés). Pasaremos entonces a exponer
las herramientas matematicas que se emplearan.

1.1. Bootstrap matematico

El método de Bootstrap fue propuesto por Bradley Efron en 1979. Consiste en
delimitar los intervalos de confianza mediantre el remuestreo con reemplazo de un
grupo de datos, de manera que no se necesita conocer previamente la funcién de dis-
tribucion, que en nuestro caso quiere decir que el método de Bootstrap no requiere
conocer las interacciones previamente.|[8][9] Mas bien se basa en principios generales
independientes de las caracteristicas del sistema. El Principio de Modulo Maximo
asociara caracteristicas matematicas de funciones holomorfas con los principios fun-
damentales que se emplearan.

IExisten también los polos espurios, que aparecen para interacciones de tipo exponencial. Estos
polos requieren un poco mas de andlisis para su correcta interpretacién. En sistemas de este tipo,
la condicién Im(k) < 1/2a separa a los polos espurios, que se encuentran por arriba de este valor.
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1.1.1. El Principio de Médulo Maximo (MMP)

En andlisis complejo, el Principio de Médulo Maximo o MMP (por sus siglas en
inglés) enuncia que una funcién holomorfa no tiene méximos en su dominio, sino
que este valor se alcanza en su frontera. Recordemos que una funcién holomorfa es
aquella que estd bien definida dentro de una regiéon o dominio. En el caso en el que
tengamos una funcién con un punto problemético dentro de su dominio (meromorfa),
podemos construir otra funcién (auxiliar) de manera que ésta tltima sea holomorfa y
podamos aplicar el MMP. Para ello, es necesario explorar el comportamiento de este
tipo de funciones bajo un conjunto de condiciones e interpretar los resultados.[7][10]

Comencemos pensando que z = z, es un elemento de C y digamos que es un
candidato a ser un maximo. El valor de la funcién f(z) en z, lo denotaremos como
f«. Entonces, podemos expandir esta funcién de la siguiente manera:

f@)~fi—alz—z)"+..., (1.1)

donde se ha considerado n > 1. Calculamos ahora el modulo:

[f ()] = |fe — alz = 2.)"|. (1.2)

Reescribimos z como z = z, + re® con lo cudl z, = z — re®. Sustituyendo en 1.2
obtenemos:

[f(2)] = fi = alre”)"] = | fu — ar™e™]. (1.3)

De la ecuacién 1.3 vemos que el valor del médulo depende de n debido a que es n
la variable que se encarga de parametrizar el circulo alrededor de z,, por lo tanto en n
direcciones tendremos un valor maximo proveniente del término e tras calcular el
modulo. De igual manera tendremos un valor minimo en las n direcciones restantes,
concluyendo asi que z, es un punto silla (y no un maximo, como se esperaba), debido
al crecimiento y decrecimiento respecto al angulo 6.

Médulo [f(z)]

NANN

i Valor centrarl f,
0.5
L ! PR 1 L T ! | L L PR | 0 L PR 1 ! ! . o 1 L ! - 1 L 1
L 1 2 3 4 5 6

Figura 1.1: Grafico de la expresién 1.3 respecto a 6. Se tomé n =4, f, =1y a=1

Analizandolo de otra manera, sabemos que para una funcién holomorfa:
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2mw — 2

fG)= § oe L), (1.4)

Tomemos un circulo unitario centrado en w = z+7¢e? y donde la variable 6 toma
valores entre 0 y 27. Ademds, como z es fijo, tenemos que dw = ire?®df, por lo tanto
se obtiene:

ire? z 4 re? .
f(z) :7{ d J(z + re”) = %j{f(z—i-rew)de. (1.5)

271 reid

Notemos que en la ecuacion 1.5 estamos evaluando la funcion f en todos los
puntos del circulo unitario centrado en z. Como el resultado esta dividido entre 27 y
estamos evaluando integrales trigonometricas por medio de la exponencial, sabemos
que se trata de una cantidad promedio. De esta manera concluimos que z no puede
ser un maximo ya que f(z) se puede expresar como un promedio. Si z fuera un
méximo entonces f(z) serfa mayor que f(zy) para cualquier punto en el circulo.

Incluso podemos analizarlo incluso desde el punto de vista de un sistema fisico.
Para ello, consideremos la siguiente funcién:

H(z) = log f(2) = log| f(2)| + i arg f(2). (L6)

Sabemos que la parte real de H(z) satisface la ecuacién de Laplace, es decir,
VZlog|f(2)] = 0.

Imaginemos un horno bidimensional cuya temperatura en cualquier punto esta
dada por log|f(z)|. Su valor maximo se alcanzaria en las paredes del horno. Su-
pongamos que, mas bien, es en un punto interior del horno donde se alcanza la
temperatura maxima. En este caso el calor de igual forma se difunde hacia la fron-
tera del horno, lo cual nos da un ejemplo fisico de cémo un sistema se comporta de
acuerdo al MMP.

Una vez que hemos hecho esto podemos pasar a realizar el anélisis de la aplicacion
del MMP a distintos problemas para extraer algunos resultados ttiles

Comencemos considerando una funcién holomorfa f(z) dentro del circulo unitario
y tal que | f(2)| < 1. Lo que interesa es conocer el valor maximo de | f(z)| en el origen.

Notemos que [f(0)| < 1 donde la igualdad se cumple para f(z) = 1 (funcién
constante) o para cuando f(z) sea una fase.

Debido al MMP, si la funcién esta delimitada por la frontera del disco y no tiene
ningun tipo de singularidades dado que es holomorfa, entonces su valor en el origen
y en cualquier otro punto interior del disco es como méaximo 1.

Nos quedaremos con la funcién que satisfaga f(z*) = f(2)*, concluyendo asi que
en este caso f(z) = 1.

Pasemos al caso de una funcién real meromorfa la cual es holomorfa dentro de
un disco unitario salvo por un polo en el eje real, en z = 0. Nuevamente |f(z)| < 1.
Vamos a calcular el maximo valor del residuo de este polo.

En principio, no podemos aplicar directamente el MMP dado que la funcién no
es holomorfa debido al polo en z = 0. Construimos entonces una funcién auxiliar
h(z) = zf(z) la cual es holomorfa ya que hemos removido la singularidad. Vemos
que |z| = 1 cuando z = €, por lo tanto h(z) estd correctamente acotada, es decir,
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|h(z)| < 1. En particular, h(0) < 1, pero h(0) es precisamente el residuo de f, con
lo cual concluimos que max resf|,—o = 1.

Si ahora la funcién f(z) es meromorfa con un polo en el eje real, ubicado en
z = z,. {Podemos calcular el valor maximo del residuo de f(z) de la misma manera?

Se tendria que remover la singularidad multiplicando f(z) por z — z,, es decir,
h(z) = (z—2z.) f(z). El problema es que el término z— z, no es una fase y por lo tanto
no esta acotado correctamenta, a diferencia de la pregunta anterior. Consideremos
entonces el factor (z — z,)/(1 — zz.). Al evaluarlo en z = z, tenemos que:

2 — Zy

=0 1.7
1— 2z, ’ (1.7)
de modo que este factor remueve correctamente la singularidad. Sin embargo hay
que observarlo con mas detalle. Veamos qué sucede con el denominador ya que nos
interesa que el factor propuesto no introduzca mas irregularidades. Notamos que:

1
l—22,=0— 2=—. (1.8)
Zx

Como el polo estd dentro del disco, tenemos que |z, < 1, lo cual indica que
el punto z = 1/z, (punto donde el factor se indetermina) estd en realidad fuera
del circulo unitario de modo que la posible indeterminaciéon no representa ningin
problema en este caso.

Ahora verifiquemos que el factor sea una fase. Necesitamos comprobar que:

2 — Zx

=1. 1.9
1— zz, ( )

Usando propiedades del valor absoluto, la ecuacion 1.9 se reescribe como:
|2 — 2| = |1 — 224 (1.10)

Trabajamos primero el lado izquierdo. Calculamos el cuadrado del moédulo y
obtenemos:

|z — 2> =1 — 27, — Zz, + |2)%, (1.11)

mientras que para el término en el lado derecho de 1.10 tenemos:

11— 22,2 =1— 2z, — 27, + |2/* (1.12)

El producto de z, por z 6 Z no modifica la magnitud del mismo, por lo que las
expresiones 1.11 y 1.12 son equivalentes. De esta manera hemos probado que el factor
propuesto cubre los requerimentos para poder emplearlo al construir la siguiente
funcién auxiliar:

Z— Zy

h(z) f(2). (1.13)

En los péarrafos anteriores se probé que la singularidad se remueve correctamente
y que h(z) estd acotada correctamente de acuerdo a h(z) < 1, lo que nos permite
emplear el MMP.

1— 2z,
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Ahora pasemos a encontrar una expresion que nos proporcione informacién acerca
del residuo. El residuo de f(z) se relaciona con la cancelacién de sus polos debida al
factor z — z,, que se anula cuando z = z,.

Desarrollamos el factor (z — z,)/(1 — zz,) en serie de Taylor:

2 — Z 1
~

(2 —2)+ O((z — 2)?). (1.14)

*

1—2z, 1—z
Ahora, dado que f(z) es meromorfa, con un posible polo en z = z,, podemos
expresarla de manera aproximada como:

A
~ 1.15
£~ =2, (1.15)
donde A = resf(2)|,=.,
Podemos usar 1.15 para reescribir h(z), cerca de z,*, como:
z—z¢ A A
hiz) = = i 1.16
(2) Z— 222 — 2 1—2zz ( )
Como h(z) es holomorfa, necesitamos que se cumpla que:

rosf(2)ss, < 1- 2. (1.17)

1.1.2. Ejemplos y soluciones numéricas con Mathematica

Para ilustrar mejor lo explicado en este capitulo, finalizaremos con algunos ejem-
plos breves de como aplicar el MMP que son una reproduccién de lo presentado en
6)[10].

Consideremos una funcion f real holomorfa definida dentro del circulo unitario
D y acotada por la frontera del disco dD de acuerdo a lo que se indica en cada uno
de los ejemplos.

Ejemplo 1. Sea |f(z)| <1 en dD. Si f(1/2) = 0, mostrar que:

—4//5 < f(=1/2) < 4/5. (1.18)

Solucién. Usamos la desigualdad de Schwarz-Pick[7]:

f(z1) = f(22) 21 — 29
_ , 1.19
L= [ f ()| =2zl U8
para cualquier 2,29 € D. Sean z; = —1/2 y 25 = 1/2 — f(22) = 0. Entonces la
ecuacién 1.19 se reduce a:
YDl —yp-ip 1 20,
1 1-(—1/2)(1/2)  5/4
y finalmente:
|f(=1/2)] < 4/5, (1.21)

probando asi, por las propiedades del valor absoluto, la ecuacion 1.18.
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Ejemplo 2. Sea |f(z)| < |2+ z| en OD. Mostrar que:

~5/2 < f(1/2) < 5/2. (1.22)

Solucion. Usaremos la condiciéon dada en el enunciado para construir la funcion
auxiliar:

9(z) = Zf—(i—Z)z (1.23)

la cual satisface que |g(z)| < 1. Luego, como f(z) es holomorfa, entonces también
g(z) lo es, ya que 2 + z # 0. Podemos evaluar en z = 1/2 y nos queda:

-l

Obtenemos entonces:

PAL L rag2) < 572, (1.25)
5/2|
probando asi la expresiéon 1.22.
A continuacion se muestran los codigos, en Mathematica, que se pueden imple-
mentar para resolver estos ejemplos de manera numeérica.

Ejemplo 1. En este caso, el cédigo es el siguiente:

M 40; G = 80;
flz_] = Sum[c[n] z"n, {n, 0, M}];
variables = {#, 0} & /@ (c /@ Range[O, M])
boundness = Table[Abs[f[Exp[I n Pi/G]]] <= 1, {n, 0, G}];
constraint = f[1/2] ==
FindMaximum [{f[-1/2], boundness\[And]constraint}, variables]
FindMinimum [{f[-1/2], boundness\[And]constraint}, variables]

Lo cual nos da como resultado:
-0,8 < f(2) <0,8. (1.26)
Ejemplo 2. Para este caso el cédigo es:

M = 40; G = 80;

flz_] = Sum[c[n] z"n, {n, 0, M}];

variables = {#, 0} & /@ (c /@ Range[O, M])

boundness =

Table [Abs [f [Exp[I n Pi/G]]] <= Abs([2 + Exp[I n Pi/Gl]l, {m,

0, G}]1;

FindMaximum [{f[1/2], boundness}, variables]

FindMinimum [{f[1/2], boundness}, variables]
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El resultado coincide con lo que se obtuvo anteriormente, verificando que:

—2,5 < f(2) < 2,5. (1.27)

1.2. EIl Bootstrap de la matriz S

En esta seccién abordaremos de manera més concreta la metodologia del método
de Bootstrap aplicado a la matriz S basandonos en las propiedades que hemos estu-
diado anteriormente sobre este objeto. Denotaremos como R al dominio de la matriz
S y como IR a su frontera. Debido a las propiedades de simetria que la matriz S
posee, el dominio en el que vamos a trabajar es el semiplano superior complejo, al
que llamaremos UHP de manera que la frontera en este caso es el eje real.

1.2.1. Preliminares

Antes de entrar en materia al Bootstrap, presentaremos brevemente los elementos,
en general, mas importantes con los que trabajaremos.

Recordemos que podemos medir el acoplamiento de un estado ligado mediante
el residuo de la matriz S[10][6]. La expresién para realizarlo es la siguiente:

| =

g° = ~resS(k)|r=ix. (1.28)

~

Tambien recordemos que se probd con anterioridad que estos residuos son positi-
vos, lo cual tiene sentido fisico si ya hemos dicho que cuantifican la intensidad del
acoplamiento.

Si S(k) es una funcién holomorfa en R, entonces el valor maximo de su valor
absoluto debe alcanzarse en la frontera OR debido al Principio de Médulo Méxi-
mo (MMP). Cuando tenemos polos dentro de R tenemos que S(k) es una funcién
meromorfa, lo cual sucede de una manera mas habitual. Observemos las siguientes
figuras en las que se esquematiza las propiedades relevantes para los tres tipos de
interacciones previamente estudiadas.

La figura 1.2 muestra el caso de potencial ultra local, el cual no presenta ninguna
singularidad esencial. Los polos asociados a estados ligados estan ubicados en el eje
imaginario mientras que los asociados a las resonancias se ubican en el semiplano
inferior, lo que permite interpretarlos como ceros en el semiplano superior. El eje real,
al ser la frontera, es la manera en la que se impondré la condicion de unitariedad.
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Figura 1.2: Potencial ultra local.

La figura 1.3 ilustra el caso del potencial de rango finito. Muestra las mismas
caracteristicas que el caso ultra local, a excepcion de que en este caso tenemos
problema,

una singularidad esencial en oo, la cual es deseable remover para poder estudiar el

Singularidad esencial en e
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r i 11
N Estados ligados '
[ 1]
Ceroﬁ asociados a las resonancias I ‘.
N . ° '
' S(k) .
L | |
Resonancias ®

Figura 1.3: Potencial finito.

En la figura 1.4 se muestra el potencial exponencial. Al igual que el potencial
finito, tiene una singularidad esencial en el infinito y también cuenta con polos en el
eje imaginario positivo (estados ligados). Presenta tambien una cota a partir de la
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cual se vuelve mas complicado distinguir entre polos espurios, que aparecen debido

a que el ptencial no es finito (pese a tener un rango efectivo finito), y polos asociados
a estados ligados.

Plano complejo k

Pt ...
- - ’ * ~ -
* . ~\
* ~
‘,‘ ® L ] ® .
A
. S(k)x =] S(—kx) s
’ R e e — .
, N LY
. Polos espurios *,
r A}
[ ] [ J
K Im(k)=1/2a *,
e ==
’ . i
N Estados ligados '

r 1
Cero} asociados & las resonancias I s
' o o \
] 1
L 1
— >’

Resonancias L] [ ]

Figura 1.4: Potencial exponencial.

Para implementar el método de Bootstrap de la matriz S usaremos la propiedad
de conservacién de la probabilidad (unitariedad) y el hecho de que los residuos de
alguna matriz S, asociada a un potencial atractivo, tienen valores positivos. En la
siguiente seccion detallaremos brevemente algunos ejemplos.

1.2.2. Particula libre

Consideremos una teorfa fisica sin estados ligados. Queremos saber cual es el
méximo valor que puede tomar o = S(it) para cualquier ¢ > 0.

Como se trata de una teoria sin estados ligados, esto quiere decir que no existe
ningun polo. Por lo tanto, en este caso, S(k) es una funcién holomorfa en todo el
UHP. También sabemos que al ser holomorfa obedece al MMP. Se cumple entonces
que S(k) < 1, cumpliéndose la igualdad en la frontera OR, es decir, en el eje real.
Por lo tanto podemos concluir que el valor maximo que se alcanza, para cualquier
t > 0, es justamente el que toma en la frontera:

maxS(it) = 1. (1.29)

Recordemos que la matriz S mapea los estados iniciales en estados finales, de
modo que el hecho de que S(k) = 1 significa que los estados inicial y final son

idénticos, o bien, que la particula no esta sufriendo dispersién alguna. Concluimos
entonces que se trata de una particula libre.
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1.2.3. Un estado ligado

Ahora consideremos una teoria con un solo estado ligado cuyo polo se localiza
en k = ix. Este estado tiene energia de enlace ¢ = k2. Queremos encontrar el rango
de valores permitidos para ¢? de acuerdo a la ecuacién 1.28.

En este caso tenemos que S(k) es una funcién meromorfa, por lo que no podemos
aplicar el MMP de manera inmediata sin haber removido el polo.

Vamos a definir entonces la funcién auxiliar:

F(k) = S/ E’; h Z:; _ EZ - Zg S(k). (1.30)

Notemos que f(k) es holomorfa en el UHP, ya que en esa region, k+ix es siempre
distinto de cero. Ademas el factor con el que se ha construido la funcién auxiliar es
tal que |f(k)] < 1.

Tenemos entonces que el residuo es:

1
k) = ——. 1.31
resf(ir) = —5— (1.31)
Finalmente, usando 1.28 se obtiene:
e
1> f(ik) = 5 —0< g° < 2k. (1.32)
K

Este resultado indica que ninguna interaccién tipo ultra local puede tener un
acpolamiento mayor a 2x. De hecho, si saturamos ese limite y tomamos ¢> = 2k
resulta lo siguiente:

25 k— ik k+ik

= =1= 1= S = Sk = (1.33)

f(k)

La ecuacién obtenida para S(k) en 1.33 tiene un solo polo, por lo que concluimos
que se trata de una interaccién tipo delta de Dirac. Esto indica que este es el tipo
de interacciones mas fuertes.

Implementemos el Bootstrap en este ejemplo para abordarlo de manera distinta.
Consideremos el mapeo dado por:

 k— ik
k4 ik

donde ky > 0. Notemos que si k tiene parte imaginaria igual a cero, entonces el
modulo del numerador y denominador son iguales y por lo tanto |z| = 1. Esto indica
que el eje real estd siendo mapeado al contorno de un circulo unitario. En el polo
iko tenemos z(ko) = 0, que mapea la ubicacién del polo al centro del circulo. Otros
puntos a tener en cuenta son: z(0) = —1, z(c0) = 1, 2(ko) = —i, 2(—ko) = 1.

2 (1.34)

Notemos también que, de 1.34 se cumple:

Tkt ike | ktiky VY

A(—k) = (1.35)
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Tomemos la propiedad de simetria S(k)* = S(—k*) pero en vez de k , pondremos
a la funcién z(k). Entonces tenemos:

S(z(k))" = S(z(=k")), (1.36)

pero dado el resultado de 1.35 nos queda que:

S(z(k))" = S(2(k)*) = S(2)" = S(2%). (1.37)

Queremos ahora calcular el residuo de S(k), segun la definicién 1.28. Para ello
debemos utilizar el Jacobiano apropiado que relaciona z con k, debido a que se ha
utilizado 1.34 como mapeo entre la region fisica de nuestro problema (UHP) y la
regién con la que empleamos el MMP (circulo unitario). Entonces tenemos:

dk
resS(k) = resS(z)d—, (1.38)
z
por lo tanto:
1 dk
2
= —resS(z)—. 1.39
¢ = resS(2) (1.39)
De la ecuacién 1.34 tenemos:
L 1+2z dk  (k +iko)?
k= ik 22T 14
T T g ik (1.40)
y entonces:
k + ikg)?
9= —mresS(z). (1.41)
2k
Como sabemos que k = ix es un polo de S(k) entonces tenemos:
. .k: 2 k: 2
g = —%resé’(z) = %resé’(z), (1.42)
y en particular, si ky = k:
g° = 2rresS(z). (1.43)
El polo estd en z = 0, asi que podemos expresar S(z) como una serie:
R
S(z) =— 2, 1.44
@)=+ (1.4

que debe ser convergente, lo que implica que ¢, — 0 a medida que n — oo. Ademas,
los coeficientes deben ser reales debido a la propiedad dada en 1.37. De esta manera
lo que resta es encontrar el valor de a?.

El c6digo con el que realizaremos esta tarea se muestra a continuacion:

M = 40; G = 80;

f[z_] := a~2/z + Sum[c[n] =z"n, {n, 0, M}];
variables = (c /@ Range[0, M])~Join~{a};
boundness = Table[Abs[f[Exp[I n Pi/G]]] <= 1, {n, 0, G}];
FindMaximum [{a~2, boundness}, variables]
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Se ha tomado un valor finito de M = 40 para truncar la suma en 1.44 y se ha
hecho una discretizacién del circulo unitario en G = 80 puntos para fijar la restriccién
de |S(z)| < 1. Con lo anterior, se calculan los coeficientes ¢,,a y el programa nos
devuelve el valor maximo y nos imprime la lista de coeficientes y sus valores.

Se obtiene que:

0 <resS(z)|,—0 < 0,999993. (1.45)

El limite superior es aproximadamente igual a 1.Multiplicamos todo por 2k y ocu-
pamos 1.43 notar que:

0 < g¢* < 2k, (1.46)

que coincide con lo obtenido en 1.32.

1.2.4. Resonancias y estados ligados

Consideremos ahora una teoria ultra local sin singularidades esenciales pero con
resonancias en k = £A + ¢B y un polo simple en £ = k. Nuevamente tendremos
una funcién meromorfa y necesitaremos construir un factor para volverla holomorfa
y poder proceder con nuestro método. Definimos entonces:

k—ix k—(A—1iB)
k+ix k—(A+1iB)

(—A —iB)

AT (1.47)

f(k) = 5(k)

k
k
Tras haber hecho esto, garantizamos que |f(ix)| < 1y entonces obtenemos:

2 . . . .

g° ik—(A—iB) ik—(—A—1iB)
. . < 1. .
2k ik — (A+iB) ik—(—A+iB) — ! (1.48)

Se encuentra que el acoplamiento en este tipo de interaccién esta dado por:

A+ (B —k)?
0<g*<2 . 1.49
Si tomamos A =1, B =1/2,k = 1/2 tendriamos:
5 1
0<g" < > (1.50)

Para obtener una solucién numérica, implementamos un cédigo similar al de la
seccién anterior.

M = 40; G = 80;
flz_] := a~2/z + Sum[c[n] =z"n, {n, 0, M}];
variables = (c /@ Range [0, M])~“Join~{a};
boundness Table [Abs [f [Exp[I =n Pi/G]]] <= 1, {n, 0, G}I;
boundness AppendTo [boundness, f[1/2] == 0];
FindMaximum[{a~2, boundness}, variables]
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El resultado que se obtiene es:

0 <resS(z) <0,5. (1.51)

Con los valores usados en este ejemplo, tenemos que 2k = 1y por lo tanto, segiin
1.43:

0<¢*<0,5, (1.52)

y asi es como hemos comprobado que la soluciéon numérica implementada resuelve
correctamente el problema, segtin lo obtenido en 1.50.

1.2.5. Dos o mas estados ligados

Vamos a considerar una teoria con dos estados ligados, cuyos polos y acoplamien-
tos seran k = ix, g> y k = ir’, ¢’* respectivamente. Ademds asumiremos que &’ > k.
Vamos a definir a funciéon holomorfa, con la que trabajaremos, similarmente a las
secciones pasadas:

_k—ik k — iK'
k+ik k4K

S(k). (1.53)

Nuevamente se cumple que |f(k)| < 1y en particular f(ix) < 1y por lo tanto:

f(k)

K+ K

¢* <2k -
K —K

(1.54)

Insertamos un signo negativo para preservar la positividad de g? y entonces:

K + K

K — K’

9> <2k (1.55)
Saturando el limite superior de este acoplamiento, es decir, aplicando la condicion
f(ix) = 1 tenemos que:

_k:+m k+ix'
k—ik k—ik'

S () ax(g) = (1.56)

Realizamos el mismo procedimiento pero para el otro estado ligado y obtenemos:

!/

g% <2 (1.57)

K — K
La matriz para este caso es:

k+ix k41K

SR ax(g) = k—ix k—ix"

(1.58)

Sin embargo, las matrices dadas por 1.56 y 1.58 no preservan el hecho de que
ambos residuos, en ik y ik’ sean positivos. Mantienen uno positivo y uno negativo
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y ambos polos son estados ligados, por lo que ambos residuos deben ser positivos?.

Vamos a imponer una restricciéon para los residuos mediante la siguiente expresion:

S(k) = k,‘—l—'&:/{ . k:—z:A . k‘-{-l:/{/,
k—ix k+iA k—ix
donde k < A < K'. De esta forma hemos introducido un cero entre los polos. Notemos

ahora que el factor que contiene a A, afecta el valor de los residuos.
Para A — k'

(1.59)

k+ik
S<k)max(92) = b —in - max(g2) = 2K, (160)
mientras que para A — k:
k+ir'
S (K )nax(g2) = ? * Z,/{, = max(g*) = 2x’. (1.61)
— ik

Notemos que el ansatz que ocupamos para esta parte, nos conduce a que mientras
maximizamos el valor de uno de los residuos, acercandonos a su respectivo polo, el
otro residuo se minimiza. Por lo tanto al estar en cualquiera de ambos polos, el
sistema se comportara como si tuviese un solo estado ligado.

Numéricamente podemos resolver el problema planteando el cédigo para la si-
guiente funcién S(z):

2 b2 >
Sy =" — Y (1.62)
< <= PP n=0

en donde hemos tomado ky = k como el polo correspondiente a S(z) en z = 0.
Tomamos también x = 3k y nuestro cédigo queda de la siguiente manera:

M = 20; G = 50;
S[z_] = a~2/z + b~2/(z - .5) + Sum[c[n] z"n, {n, 0, M}];
variablesl = (c /@ Range[0, M])~Join~{a, b};
unitarity = Table[Abs[S[Exp[I n Pi/G]]] <= 1, {n, 0, G}I;
FindMaximum [{b"2, unitarity}, variables1l]
FindMaximum [{a"2, unitarity}, variables1i]

Las ultimas dos lineas obtienen el maximo de a? y b?, los cuales ya hemos dicho
que deben ser tales que cuando uno sea maximo, el otro se vaya minimizando. Los
resultados dados por cada linea, son:

a® ~ 1,1955 x 1072 b* ~ 0,74995, (1.63)

a® ~ 0,999995, b* ~ 3,2273 x 107, (1.64)

2Un residuo negativo indicarfa un apantallamiento, debido a que corresponde a un cambio en
el signo del potencial. Por ejemplo si estamos tratando con un potencial atractivo y obtenemos un
residuo negativo indicaria una interaccién repulsiva, lo cudl nos da indicios de que se debe revisar
si se cometié algun error en el procedimiento.
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1.3. Aplicacion e interpretacion

En esta seccién explicaremos la utilidad del método de Bootstrap. Como ya sabe-
mos, se emplea para estudiar sistemas fuertemente interactuantes que no podemos
estudiar mediante métodos perturbativos puesto que las constantes introducidas en
los métodos perturbativos no serian pequenas, como es el caso de la constante de
acoplamiento en la interaccion electromagnética debido a un potencial de Coulomb.
El método Bootstrap nos proporciona una manera de relacionar datos obtenidos ex-
perimentalmente con propuestas de modelos de potenciales. Partiendo del punto de
vista de un fisico tedrico el algoritmo para entender el Bootstrap es de la siguiente
forma:

= Partir de la ecuacién de Schrodinger. Considerar un potencial de rango efec-
tivo finito (puede ser ultra local, finito o exponencial con cierto parametro de
alcance efectivo)

= Obtener la solucion analitica y expresarla como:

ezkr

() = e** + S(k) — (1.65)

donde el primer término corresponde a la onda incidente y el segundo término
a una onda dispersada. La matriz S(k) depende del problema que estemos
tratando.

= Analizar la matriz S en forma de polos e identificar si corresponden a estados
ligados, resonancias o si son polos espurios.

= Con lo obtenido de la matriz S, construir el espectro correspondiente.

Entender este procedimiento es clave para interpretar correctamente la informa-
cién que se puede obtener de la matriz S. A partir de los polos podemos encontrar
las energias de los estados ligados. Por otro lado, cuando tenemos polos asociados a
resonancias, podemos calcular los valores de energia de estados resonantes, asi como
sus tiempos de vida.

Ahora explicaremos como se puede analizar un conjunto de datos para recorrer
el camino en sentido inverso, es decir, partiendo de la obtenciéon de datos experimen-
tales hasta llegar a proponer un modelo acertado que sea congruente con los datos
proporcionados. A grandes rasgos, los pasos a seguir son los siguientes:

= Obtener los datos mediante algiin experimento e identificar qué tipo de sistema
podemos estar tratando, es decir, el intervalo de valor de energia (por ejem-
plo, energias negativas son asociadas a estados ligados mientras que energias
positivas estan relacionadas a estados de dispersién).

= Proponer algin modelo con pocos pardmetros para garantizar que tengamos
buen nivel de confiabilidad, ya que mientras mas parametros introduzcamos,
menos podemos concluir de lo que se obtenga.
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= Posteriormente viene la parte operativa. Consiste en obtener las medias de

los datos experimentales. Entiéndase que se trata de un solo valor medio para
cada grupo de datos. Es decir, si el problema en cuestién parece tener dos
estados ligados entonces deberiamos obtener dos valores medios distintos. La
manera en la que se van a refinar estos valores es mediante un remuestro con
reemplazo. Esto quiere decir que si tenemos una muestra de N datos podemos
tomar una muestra de n = N datos pero con reemplazo, por lo que un dato
puede quedar fuera de la muestra mientras que otro puede tomarse de manera
repetida. Esto se traduce en la obtencién de un valor medio més confiable.[8][9]

Después se procede a identificar a qué tipo de elemento corresponde, es decir,
cémo lo vamos a relacionar con la matriz S y, consecuentemente, podremos
hacer correcciones al modelo propuesto mediante el ajuste de los pardmetros
escogidos.

Finalmente se prueba el modelo propuesto para comprobar que conduce a los
valores obtenidos mediante la experimentacion.



Capitulo 2

El potencial de Yukawa

El potencial de Yukawa, también llamado potencial de Coulomb apantallado, fue
propuesto por Hideki Yukawa, alrededor de 1930. Surge debido a la propuesta de
Hideki Yukawa de considerar a los piones como los mediadores de la interaccion entre
protones y neutrones en el nicleo atéomico, la cual es del nuclear fuerte. Un pién es
una particula subatémica portadora de la interaccion nuclear fuerte.[11] El pién es
el més ligero de todos los mesones y los hay de tres tipos: 7°, 7%, 7. Los piones
cargados son inestables, teniendo tiempos de vida del orden de 7 & 26,033 x 10~ s
y decaen en un muén + un neutrino muoénico. Los piones neutros, que son ain mas
inestables, tienen tiempos de vida alrededor de 7 = 8,5 x 10~!7s. y decaen en dos
fotones. La manera en la que los piones transportan la interaccién fuerte es similar
a como las interacciones electromagnéticas surgen del intercambio de fotones. El
potencial de Yukawa tiene la siguiente forma:

2 ,—mc
g € =7

donde g es la constante de acoplamiento, 47 es un factor geométrico, m es la masa
del pién intercambiado, ¢ es la constante de velocidad de la luz en el vacio y h la
constante de Planck reducida.

Para simplificar la escritura, de aqui en adelante haremos la siguiente redefinicion
de constantes:

Entonces la ecuacién 2.1 queda reescrita como:

V(r) = —Ee_‘”. (2.3)

r

Notemos que si tomamos la ecuacion 2.3 en el caso en el que p = 0 se recupera
la expresién correspondiente al potencial de Coulomb V' = —V;/r.

23
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Comparacion de potenciales de Yukawa/Coulomb
V()

— YUKawa

—— Coulomb

Figura 2.1: Grafica para Vo =2, u = 1,1.

La figura 2.1 exhibe cémo el potencial de Yukawa decae més rapidamente debido
al término de apantallamiento. También podemos observar su comportamiento en
funciéon del parametro del alcance p en la figura 2.2. Existe un valor a partir de cual
el término de apantallamiento domina rapidamente al término proporcional a 1/r.

Potencial de Yukawa como funcion del parametro de alcance
V()

Figura 2.2: Grafica con Vj = 2.

Para un sistema cuyo momento angular sea distinto de cero, aparece el potencial
centrifugo V. = R2[(14+1)/2mr?. Debido a esto, se considera el sistema bajo la accién
de un potencial efectivo V.5 =V, + Vyukawa-
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Potenciales como funcion de r

— Eficaz

Yukawa

Centrifugo

Figura 2.3: Grafica para Vo =2,u=11,l=1,h=1,m = 15.

En la figura 2.3 se muestra el comportamiento mencionado y notamos también
la aparicién de estados ligados. El minimo de potencial se encuentra igualando la
derivada del potencial eficaz a cero y resolviendo para hallar r. Debido a que no
es posible resolver dicha derivada explicitamente se buscé una solucién numérica
mediante Mathematica, obteniendo un valor de » = 5,9084 cuyas dimensiones son
de longitud y se han empleado las mismas constantes que para la grafica en 2.2.

La ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo, en este caso, nos queda
como:

(_h_sz _ %ew) W(x) = E(r). (2.4)

2m

Dado que estamos tratando con un potencial central, sabemos que existe simetria
esférica y por lo tanto podemos usar el método de separacion de variables. Propo-
nemos entonces que ¥ (r) = R, (r)Y,m (0, #). Nuestra constante de separacién sera
[(I4 1), lo que nos conduce a poder expresar la ecuacién radial de esta manera:

(j— - (E : K) s ”) u(r) =0 (2.5)

r2

Encontrar una solucion analitica para este problema presenta complicaciones y
tipicamente se resuelve de manera numérica pero en esta ocasién daremos la solucion
analitica obtenida a partir del método del Ansatz de Bethe, también llamado BAM,
por sus siglas en inglés (Bethe Ansatz Method). Antes de continuar resolviendo el
problema, se dara una breve descripcion de este método.

2.1. EIl método BAM

El método BAM, por sus siglas en inglés (Bethe Ansatz Method) fue desarrollado
por Hans Bethe, en 1931, para encontrar las funciones de onda de problemas unidi-
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mensionales. Consiste en encontrar una solucién polinomal a una ecuacion diferencial
que tenga la siguiente formal[l2]:

(P4 + 400 +17(:)) 56 =0 (26)

donde P(z),Q(z) y W(z) son polinomios de 4°, 3° y 2° orden, respectivamente,
y con coeficientes constantes. Podemos expresarlos como:

Zakz Q(z Zbkz W(z chz (2.7)

Se quiere hallar el polinomio S(z) de orden n dado por:

n

S(z) =[] (z - =) (2.8)

i=1
Las z; son las raices reales y distintas de S(z) y quedan determinadas por un
conjunto de n ecuaciones algebraicas:

¢ = —n(n — 1)ay — nbs, (2.9)

1 =—(2(n—1)as + b3) Z zi —n(n — 1)ag — nby, (2.10)

=1

—(2(n—1)as+b3) 225—26142%2] 2(n— 1)a3—|—b2)sz—n(n—l)ag—nbl.

1<j i=1
(2.11)
Estas raices satisfacen las ecuaciénes del Ansatz de Bethe:
) byz3 + byz2 + byz; + b
3 po AT RE NG (2.12)

gy Zi — Zj (I4Z:-1 + (132,? + (ZQZ,L-Q + a12; + ag

donde s =1,2,3....

Las ecuaciones 2.9 a 2.12 dan los polinomios W(z) de manera que S(z) es la
solucion a la ecuacion 2.6.

2.2. Solucion analitica

Continuemos con la solucién del problema. Retomemos la ecuacion 2.5 y usemos
la siguiente aproximacion:

1, e 1 e

—z4p( z2,u(

—_ —_— 2.13
72 1— 62;“”)2 1— 62;“")’ ( )

con la cudl, el potencial de Yukawa queda reescrito de manera aproximada como:
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6—2;1,7“

V(r) = —2uVy (2.14)

1 —e2ur’

Esta aproximacion es valida siempre que p no sea muy grande. Usaremos también
el siguiente cambio de variable (y las derivadas respecto a r en términos de la nueva
variable):

r = e Hdx?, (2.15)

d d

— = —2ur— 2.16
d? d d?
— =4 — 4+ At ——. 2.1
dr? a xdaj Ay da? (2.17)

Con lo anterior, la ecuacién 2.5 queda como:

d ?  2m
{émxd +4/L£C—+—(E—|—2/L‘/0 x)—4u2l(l+1)1x

dz? = h?
(2.18)
Dividimos 2.18 entre 4z%2? y redefinimos e = —22E
e 1 mly 1 I(1+1) Ldu(z)  d*u(z)
— — — — = 0. 2.19
{ 4p? x? * ph? x(1—z) x(1l —x)? ulr) + x dx * dx? (2.19)

Ahora debemos tratar de reescribir la ecuacion 2.19 para que tenga la forma de
2.6. Vamos a asumir que u(x) tiene la siguiente forma:

u(z) = V(1 — 2)7Y (). (2.20)

Sustituimos 2.20 en 2.19 y ademas introducimos la redefinicion de constantes
A =/e/2uy B =mVy/uh*. Obtenemos:

A? B (l+1) A — VY (2
a:2+x(1—x) (1 —x)? (1-27Y@)...
4 é%( A0 — )Y () + %( A1 —2)"Y(2) =0. (2.21)

Despues de hacer el algebra necesaria para desarrollar las derivadas de los pro-
ductos y simplificar, llegamos a la siguiente ecuacion:

(B-—QA+1)({+1)-1(l+1)1—-2)+(B-QA+1)({+1)—-1(l+1))z]Y(2)...

+[2A+ D)1 —2) =21+ D] Y () +2(1 —2)Y"(x) =0. (2.22)

Esta ecuacion ya tiene la forma requerida y por lo tanto tiene una solucién
polinomial dada por:
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(x — ;) (2.23)

h<
=
I
—.

y con Y (z) = 1 para n = 0. Las x; satisfacen las ecuaciones 2.9 a 2.12 y entonces se
encuentra que:

a4 = Q3 = Qg = 0, ag = —].,CL1 = ]_, (224)
Ve 1 Ve 1
by =0b,=0,0p =-2(l+1) -2 —+=),bp=2| —+ = 2.2
3=>0by=0,0 (I+1) (2”%—2 »bo 2/i+2’ (2.25)
mVp Ve 1

Comparamos las expresiones obtenidas con las ecuaciones 2.9 a 2.11 y haciendo
el algebra necesaria podemos encontrar el espectro energético. La expresion es:

2,2 (™o (n 41+ 1)2)°
By — - (”2“ ( )) . (2.27)

2m n+l+1

Si tomamos el potencial de Yukawa en el limite cuando u — 0, la exponencial
tiende a 1 y recuperamos el potencial de Coulomb V' = —V;/r. Reescribamos la
ecuaciéon 2.27 como:

P N G e (R e R A
T om n+l+1
2
B2 (22 — p(n+ 14 1)
B,—_ (G2 — p(n )°) (2.28)
’ 2m n+l+1
Tomamos el limite cuando g — 0 y obtenemos:
mVg§ 1
Eni = (2.29)

C2R2 (n+l+1)%

Podemos notar que también obtenemos el espectro energético para el potencial
de Coulomb al tomar el mismo limite. Lo unico restante por hacer seria redefinir
n’ =n + [+ 1 para poder reescribir 2.29 como:

mVi 1

E, =— TR (2.30)
De la ecuacién 2.27 y recordando que FE, = h*k? /2m, podemos deducir que los
polos se encuentran en:
mo  (p41+1)2
12 .
k:nzu<“ T i. (2.31)

Notemos que naturalmente queda impuesta la condicién:
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n+1l+1</mVy/uh?, (2.32)

que garantiza que los polos se encuentren en el eje imaginario positivo.

El comportamiento de estos polos para distintos valores de n se puede visualizar
en la figura 2.4. A medida que p incrementa vemos que la parte imaginaria de los
polos disminuye lo cual tiene sentido fisico. Pensemos en una carga positiva rodeada
de algunas cargas negativas. En este caso el pardmetro pu se asocia con la distancia
a la que se encuentran las cargas negativas de aquella carga positiva que estan
cubriendo. Si esta distancia es muy grande entonces una particula externa pasa
cerca de esa capa de cargas negativas sin poder percibir a la carga positiva que se
encuentra en el centro.

Im[kn] como funcién de
Im[&n](L)

— n:3
Nn=
n=>5

Figura 2.4: Se ha tomado [ = 0 para estos casos.

Aunque no se realiz6 el procedimiento para encontrar explicitamente la matriz
S, conocemos la expresion para sus polos y eso es suficiente para ilustrar el método
explicado en el capitulo anterior en este problema.

El potencial de Yukawa se puede considerar de rango finito debido al compor-
tamiento exponencial, que decae rapidamente. En la primera parte de este trabajo
se vio que la matriz S para sistemas de este tipo, tiene el siguiente comportamiento
asintotico:

~U,
S(k) ~ e—2ika—— 2.33
(k) o (233)
donde a, es el parametro que determina el alcance del potencial, que en nuestro
problema seria p.
Considerando la ubicacién de los polos y el comportamiento asintético de la ma-
triz, podemos construir una funcion auxiliar como se explico en el capitulo anterior:
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f(k):Hk—mn S(k) (2.30)

k + ik, e~ 2kn
n=1
Ya vimos que los factores introducidos en 2.34 se comportan como una fase, asi
como tambien el término e~2** por lo que la funcién propuesta estd correctamente

acotada, es decir, cumple |f(k)| < 1.
En este caso, la cota para el acoplamiento de uno de los polos es:

2

g— 2 26m 1
Sy <1=0<g° <2kr,e"". (2.35)

Acoplamiento maximo como funcion de y
2
9max (M)

Figura 2.5: Caso para n = 3.

Recordemos que p es el parametro del alcance del potencial de Yukawa. Si este
parametro es demasiado pequeno es posible considerarlo como un potencial ultra
local. Notemos que si tomamos el limite cuando u — 0 en la ecuacién 2.35 se
recupera el resultado dado en 1.32. A pesar de que conocemos la cota superior para
el acoplamiento en sistemas de este tipo, conocer el valor exacto para cada polo
requiere contar con la matriz S de forma explicita.



Conclusiones

El método Bootstrap es una alternativa versatil para estudiar sistemas cuyas
caracteristicas generales se puedan relacionar con las restricciones que rigen el Prin-
cipio de Médulo Maximo. El MMP es efectivo al emplearlo junto con el método de
Bootstrap ya que es una herramienta matematica que permite establecer relaciones
entre el circulo unitario en el plano complejo y regiones de interés especificas de-
pendiendo del problema en cuestién. En este caso, el semiplano superior (UHP) se
identific como la region relevante para analizar la matriz de dispersién S(k), y su co-
nexion con el circulo unitario permitiéo imponer cotas superiores a los acoplamientos
de estados ligados.

Este enfoque permitié interpretar los polos de S(k) en términos de estados li-
gados y resonancias metaestables, resaltando la potencia del andlisis complejo en
sistemas fisicos. Sin embargo, al abordar el potencial de Yukawa, los resultados
numeéricos no fueron concluyentes debido a desafios en la resolucién de la ecuacién
de Schrodinger radial y la obtencién explicita de S(k). A pesar de estas dificultades,
el trabajo demostré la capacidad de combinar herramientas tedricas como el Princi-
pio de Médulo Méaximo y el método Bootstrap para abordar problemas relacionados
con interacciones fuertes.

En conclusién, este proyecto no solo avanzé en la comprension tedrica de estos
métodos, sino que también sienta las bases para futuras investigaciones que bus-
quen superar las limitaciones numéricas encontradas y extender este marco a otros
problemas como pueden ser en el drea de plasma (Potencial de Debye-Hiickel), en
estado sélido (Potencial de Thomas Fermi.) o en modelos de interacciones entre cua-
siparticulas. La combinacion del analisis complejo y herramientas numéricas promete
abrir nuevas perspectivas para el estudio de interacciones fundamentales y sus res-
tricciones.
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